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CUVINTE CHEIE

Cuvinte cheie: Spatiul Alexandrov, cvasivarietate de monoizi topologici, monoizi liberi,
distantd invariantd, cvasimetricd, distanta Levenshtein, distanta Hamming, distanta Graev, descom-
punere paraleld, similaritate proprie, medie ponderatd, bisectoare a doud stringuri, convexitate,

algoritm.



1. SCOPUL SI OBIECTIVELE CERCETARII

Actualitatea si importanta temei de cercetare. Notiunea de algebrd universald a fost
introdusd in cartea lui Alfred North Whitehead "A Treatise on Universal Algebra", publicata in 1898
[45]. Intre anii 1935 si 1950, Birkhoff a introdus notiunile de varietiti si cvasivarietiti de algebre
universale, algebre libere, congruenta de algebre universale, latice de subalgebre, homomorfism.
Din cauza celui de-al doilea razboi mondial, rezultatele publicate de Anatol Maltsev in anii 1938-
1946 nu au fost cunoscute pand la inceputul anilor 50 ai secolului trecut. Raportul plenar a lui Alfred
Tarski din 1950 la Congresul International al Matematicienilor la Cambridge a inaugurat o noud
erd. Dupad 1950, au fost studiate diferite aspecte ale teoriei modelelor, cu aplicatii neobisnuite in
logica matematicd, teoria limbajelor, teoria automatelor, cu contributia urmatorilor matematicieni:
A. Robinson, A. Tarski, G. Birkhoff, C.C. Chang, L. Henkin, S. C. Kleene, B. Jonsson, A. Church,
S. Eilenberg, S. MacLane, R. Lyndon, A. I. Maltsev, V. I. Arnautov, M. A. Arbib, V. M. Gluc, N.
Chomsky, M. Minsky, S. Ginsburg, D. Scott, D. A. Huffman, E. Marczewski, J. Mycielski, P. J.
Higgins, B. I. Plotkin, Yu. I. Manin, S. Marcus, A. G. Kurosh, V. I. Glivenko, V. D. Belousov,
A. P. Ershov, O. B. Lupanov, A. D. Wallace si altii (vezi [3} 8 16, 10, (17, 20, 21, 24, 28| [29,
32,134, 144]). Diferite aplicatii ale algebrei in analiza informatiei si prelucrarea imaginilor au fost
explorate de S. Cojocaru, C. Gaindric, V. Shcherbacov, P. Syrbu, V. Izbash si altii [18, 23} 140, 43]].
La rezolvarea multor probleme legate de analiza informatiei (procesare, digitizare, comparare,
clasificare), a devenit necesar sd se studieze metrici invariante si topologii pe algebre universale
libere. Studiul algebrelor topologice a fost initiat cu grupuri Lie, grupurilor topologice si spatiilor
liniare topologice.

Diferitele tipuri de distante au fost examinate de M. Frechet, V. Niemytzcki, P.S. Alexandroft,
A.V. Arhangelskii, M.M. Choban, P.Kenderov, R.W. Heath, S. Nedev, W.A. Wilson (a se vedea
22, 2, 15, 27, 4, [15], 36]). In clasa distantelor, cvasimetricele se deosebesc prin faptul cd ele nu
sunt simetrice, dar satisfac axioma inegalitdtii triunghiului. Cvasimetricele discrete ne conduc
la conceptul de spatiu digital si, mai general, la spatiul Alexandroff. Cercetérile lui Hamming
[26]], Graev [25] si Levenshtein [31] ne conduc la necesitatea de a dezvolta metode de extindere
pe monoidul liber L(A) a distantelor definite pe alfabetul A. Mentiondm cd este important ca
extinderea sd fie invariantd. Aceastda problema este importantd si ramanea nesolutionatd, pana la
momentul dat, pentru orice cvasivarietate a monoizilor topologici.

Faptele mentionate determind actualitatea si importanta temei de cercetare.

Teza prezintd rezultatele teoretice ale studiului distantelor pe structuri algebrice abstracte.
Partea aplicativd a cercetdrii poate fi utilizatd n teoria informatiei, unde este necesar sd se defineasca
madsura similaritdtii dintre secvente de informatie si eficienta reprezentdrii informatiei. Aceste
notiuni, la rindul lor, pot fi obtinute prin aplicarea distantei dintre secventele de informatie.

Scopul si obiectivele cercetarii. Scopul cercetarii constd 1n studiul problemei extinderii dis-

tantelor pe monoizi liberi. Printre obiectivele principale ale lucrdrii se numara studiul proprietatilor
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acestor distante pe monoidul liber L(A), de a determina dacd existd o relatie intre ele si de a gasi
aplicatiile rezultatelor obtinute. Pentru atingerea acestui scop au fost formulate urmétoarele obiec-

tive:

* determinarea conditiilor de extindere a cvasimetricei p pe A si orice cvasivarietate V de

monoizi topologici la o cvasimetricd invarianta p* pe monoidul liber F4(A, V);
* elaborarea unei metode eficiente de extindere a cvasimetricei p pe monoizi liberi;

* determinarea conditiilor de existentd a topologiilor invariante pe monoidul liber F%(A,V)

care sunt extinderi ale topologiei date pe A;
* stabilirea relatiilor intre distantele Hamming, Levenshtein si Graev;
* dezvoltarea reprezentdrilor si descompunerilor eficiente ale perechilor de siruri de caractere;
* implementarea algoritmilor inovativi pentru rezolvarea problemelor secventelor de text;
* descrierea prelucrdrii imaginilor din punct de vedere topologic;

* analiza proprietdtilor topologiilor digitale pe linia discreta.

Obiectivele stabilite conduc la rezultate teoretice importante. Astfel, a fost introdusa notiunea
de descompunere paraleld a unei perechi de siruri de caractere. Pe baza acestui fapt, obiectivele de
cercetare extinse au vizat studiul masurii similaritdtii proprii a unei perechi de siruri de caractere,
algoritmii de constructie a multimelor de medii ponderate si bisectoarei unei perechi de stringuri,

precum si examinarea si solutionarea problemei de convexitate a multimilor mentionate.

2. METODOLOGIA CERCETARII STIINTIFICE

Studiul prezent se desfdsoard in domeniul teoriilor algebrice si topologice, iar metodologia
utilizatd se bazeazd pe aplicarea metodelor teoriei monoizilor, a spatiilor cu distante, a lingvis-
ticii teoretice, a teoriei algoritmilor si a teoriei sistemelor informationale. Folosind metodologia
elaboratd, cercetarea a fost divizatd Tn urmatoarele etape: identificarea problemelor, formularea
ipotezelor, investigarea si analiza ipotezelor, concluzii la rezultatele obtinute.

Formularea ipotezei se bazeaza pe scopurile si obiectivele cercetdrii. Una din principalele
ipoteze care a influentat asupra rezultatelor finale, a fost existenta extinderii pe monoidul liber a
cvasimetricei p definite pe alfabetul A. In acest fel, unele dintre rezultatele cercetirii in stadiu
incipient cuprind metode eficiente de extindere a distantei pe monoizi liberi, ceea ce conduce la
posibilitatea introducerii conceptului de descompunere paraleld a sirurilor de caractere.

Investigarea si analiza ipotezelor au fost efectuate in cadrul metodologiei fundamentale a
cercetdrii stiintifice. La aceastd etapa s-a stabilit cd pentru orice cvasivarietate de tip non-Burnside
V si orice cvasimetrica p pe o multime X cu punctul baza px pe monoidul liber F*(X, V) exista o
cvasimetrica unica stabild p cu proprietdtile 2.4.1 - 2.4.10, care sunt rezumate in Teorema 2.4.1 ca

un rezultat principal.



Noutatea si originalitatea stiintifica a tezei constau in obtinerea rezultatelor noi teoretice cu
aplicatii in informatica. Rezultatele cercetdrilor cuprind metode eficiente de extindere a distantelor
pe monoizi liberi, ceea ce a dus la posibilitatea introducerii conceptului de descompunere paralela
a sirurilor de caractere. Acest fapt a permis dezvoltarea conceptelor de eficienta si similaritate ale
secventelor de informatie, precum si construirea multimilor de medii ponderate si bisectoare ale

sirurilor de caractere. Gradul de noutate si originalitate este reprezentat de:

* metoda extinderii cvasimetricelor pe monoidul liber F¢(X,V);

* studierea spatiilor digitale si Alexandroft;

* prezentarea solutiilor problemelor lui Maltsev pentru cvasivarietdtile de monoizi topologici;
* stabilirea relatiilor intre distantele Hamming, Graev si Levenshtein pe monoizi liberi;

* introducerea conceptului de eficientd a reprezentdrii;

* introducerea conceptului de descompuneri paralele optimale a stringurilor din monoizi liberi;

* algoritmi implementati pentru constructia mediilor ponderate si bisectoarei perechilor de

siruri de caractere;
* demonstratia ne-convexitatii a segmentului informational;
* introducerea notiunii de topologie simetrica pe linia digitald;
* demonstratia unicitdtii topologiei Khalimsky ca topologie digitald minimald;

* elaborarea algoritmului de procesare a imaginii digitale din perspectiva topologicd, aplicabila

in spatiul digital.

Problema stiintificd importanta rezolvatd in cadrul cercetdrii este dezvoltarea metodelor
de construire si studiere a extinderii distantelor pe monoizi liberi, care contribuie la obtinerea
unor metode eficiente de reprezentare a informatiei, aplicabile la rezolvarea diferitor probleme de
distante, cum ar fi alinierea secventelor, similaritatea unei perechi de siruri de caractere, construirea
mediilor ponderate si bisectoarei unei perechi de siruri de caractere.

Semnificatia teoretica este determinatd de obtinerea rezultatelor noi privind stabilirea
conditiilor de existentd a extinderii distantelor pe monoizi liberi ce permit construirea diverselor
topologii invariante pe monoizi liberi. Metodele elaborate au permis abordarea problemelor legate
de secventele de informatie dintr-un nou punct de vedere. In plus, rezultatele teoretice permit
studiul liniei digitale si proprietdtii de minimalitate a topologiei Khalimsky.

Valoarea aplicativa a tezei constd in utilizarea rezultatelor teoretice obtinute in studiul
topologiilor simetrice pe linia digitald, prelucrarea imaginilor si construirea centroidului unei
multimi de siruri de caractere. Metodele prezentate au generat multimi mai mare de elemente,

folosind metoda descompunerii paralele optimale.



Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele stiintifice obtinute au fost prezentate la

conferinte stiintifice nationale si internationale, si au fost publicate in reviste recenzate. Principalele

rezultate incluse in tezd au fost prezentate la urméatoarele conferinte stiintifice:

Scattered si Digital Topologies in Information Sciences. Plenary talk at the Conference of
the Romanian Society of Applied si Industrial Mathematics ROMAI, CAIM 2018, Chisinau,
Moldova, 20-23 September 2018;

Scattered si Digital Topologies in Image Processing. Conference on Mathematical Founda-
tions of Informatics, MFOI 2018, Chisinau, Moldova, 2-6 July 2018;

About Non-Convexity of the Weighted Mean of a Pair of Strings. International Conference
“Contemporary Trends in Science Development: Visions of Young Researchers”,
Academy of Sciences of Moldova, Chisinau, Moldova, 15 June 2018;

On the Midset of Pairs of Strings. International Conference on Mathematics, Informatics si
Information Technologies, MITI 2018, Balti, Moldova, 19-21 April 2018;

Measures of Similarity on Monoids of Strings. Conference on Mathematical Foundations of
Informatics, MFOI 2017, Chisinau, Moldova, 9-11 Nov 2017;

Parallel Decompositions of Pairs of Strings si Their Applications. Conference on Applied si

Industrial Mathematics, lasi, Romania, 14-17 Sept 2017;

On the Bisector of a Pair of Strings. The 4th Conference of Mathematical Society of the
Republic of Moldova, dedicated to the centenary of Vladimir Andrunachievici (1917-1997)
CMSM4, Chisinau, Moldova, 28 June - 2 July 2017;

Distances on Monoids of Strings si Their Applications. Conference on Mathematical Foun-
dations of Informatics, MFOI 2016, Chisinau, Moldova, 25-31 July 2016;

Invariant Distances on Free Semigroups si Their Applications. The 20th Annual Conference

of the Mathematical Sciences Society of Romania, 19-22 May 2016;

Publicatii pe tema cercetarii. Rezultatele obtinute in teza sunt publicate Tn 20 de articole

stiintifice (a se vedea [46]—[65]): 7 articole in reviste recenzate (a se vedea [47, 49, 56, 160, 62,
63, 164]]), 13 lucrdri la conferinte internationale (a se vedea [46, 48, 150, 51}, 152, 154} 153}, 155, 157, 158

59,161, 165]); 8 publicatii de un singur autor (a se vedea[46]—[53]]), printre care 2 articole in reviste

stiintifice recenzate (a se vedea [47,49]). Volumul total al publicatiilor este de 6.4 coli de autor.

Volumul si structura tezei. Teza este scrisd in limba engleza si contine introducere, patru

capitole, concluzii generale si recomanddri, adnotdri in limbile roména, rusa si engleza, bibliografie

ce cuprinde 200 de titluri. Volumul total al tezei este de 130 de pagini, dintre care 114 pagini text

de baza.



3. SINTEZA CAPITOLELOR

In introducere sunt formulate actualitatea si importanta temei de cercetare. In plus, sunt
definite obiectivele de cercetare, scopul, noutatea stiintificd si originalitatea tezei. Problema
stiintificd studiatd este prezentatd cu accent pe importanta valorii teoretice si aplicative a lucrarii.
Se oferd o scurtd analiza a problemelor si a publicatiilor pe tema tezei. Aceastd sectiune se incheie
cu un rezumat al continutului lucrarii.

Primul capitol, Situatia actuala in domeniul teoriei spatiului cvasimetric si aplicatiile
lor in algebra si teoria informatiei , are un caracter introductiv si contine un rezumat al celor mai
importante rezultate conform scopului si obiectivelor tezei, directiilor de cercetare. Se definesc si
se clasifica distante, spatii de distantd, sisteme informatice de tip Scott-Ershov, algebre topologice
universale, spatii de siruri de caractere.

Pentru rezolvarea problemei de cercetare definite este importantd studierea urmétoarelor
probleme particulare:

1. Determinarea conditiilor de extindere a cvasimetricei p pe A si orice cvasivarietiti V la o

cvasimetricd invarianta p* pe monoidul liber F*(A, V).
2. Propunerea algoritmilor de calcul al distantei p*(a, b) intre doud secvente de informatie
a,b e L(A).
3. Determinarea relatiilor intre proprietatile topologo-geometrice a spatiilor (A, p) si (L(A), p¥).
4. Propunerea metodelor de constructie a multimilor de medii ponderate si bisectoarei ale unei

perechi de siruri date.

5. Determinarea proprietatilor topologo-geometrice care sunt importante n analiza informatiei

si a procesdrii imaginilor.

Problemele lui Maltsev sunt formulate pentru monoizi liberi, care au fost puse in 1957 [33]:

Problema Maltsev I In ce conditii aplicatia vy este o scufundare?

Problema Maltsev II: In ce conditii homomorfismul wy este un izomorfism continuu?

Pentru spatiile complet regulate X, problemele lui Maltsev au fost rezolvate afirmativ de S.
Swierczkowski [42] Tn cazul semnaturii discrete E, si de ciatre M. M. Choban si S. S. Dumitrashcu
pentru orice semndtura [19, [14]].

La sfarsitul acestui capitol, se formuleazd problema cercetarii, se identifica metodele de
rezolvare a acesteia, se stabilesc obiectivele si scopurile cercetarii.

In capitolul doi, Extinderea cvasimetricelor pe monoizi liberi topologici, sunt studiate
cvasivarietdtile de monoizi topologici si sunt elaborate noi metode de extindere a cvasimetricelor.
Capitolul incepe cu introducerea monoizilor topologici liberi si construirea monoidului liber ab-
stract.

Orice spatiu topologic X este considerat a fi un spatiu Kolmogorov, adicd un 7Tp-spatiu: pentru

oricare doud puncte distincte x, y € X existd o submultime deschisa U din X astfel incat U N {x, y}
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este o multime singleton. Clasa V de monoizi topologici se numeste cvasivarietate de monoizi
dacd: (1) clasa 'V este multiplicativa; (2) dacd G € V si A este un submonoid din G, atunci A € V,;
(3) fiecare spatiu G € V este un Tp-spatiu. Un monoid liber al unui spatiu X intr-o clasa 'V este
un monoid topologic F(X,V) cu proprietatile: X C F(X,V) € V si px este unitatea lui F(X,V),
multimea X genereazd monoidul F(X, V) si pentru orice aplicatie continud f : X — G € V,
unde f(px) = e, existi un homomorfism unic continuu f : F(X,V) — G astfel incat f = f|X.
Un monoid abstract liber al unui spatiu X intr-o clasd V este un monoid topologic F4(X,V) cu
proprietatile: X este o submultime din F4(X,V), F*(X,V) € V si px este unitatea lui F*(X,V),
multimea X genereazda monoidul F¢(X, V), iar pentru orice aplicatie f : X — G € 'V, unde f(px)
= ¢, existd un homomorfism continuu unic f : F4(X,V) — G astfel incat f = f|X.

Prin metoda Kakutani se demonstreaza ca:

Teorema 2.1.1. Fie V o cvasivarietate netriviald de monoizi topologici. Atunci pentru fiecare
spatiu X urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:

1. Existd G €V astfel incdat X este un subspatiu din G si px este elementul neutru in G.

2. Pentru spatiul X existd un unic monoid liber topologic F(X, V).

Continudm cu evidentierea problemelor abordate in aceastd sectiune.

Problema 2.1.1. Fie V o cvasivarietate netriviald de monoizi topologici. In ce conditii pentru un
spatiu X existd monoidul liber topologic F(X,V)?

Fixam un spatiu X pentru care existd monoidul liber topologic F(X,V). Atunci existd un
homomorfism unic continuu 7y : F4(X,V) — F(X,V) astfel incit 7mx(x) = x pentru orice x € X.
Monoidul F(X, V) se numeste abstract liber dacd wx este un izomorfism continuu.

Problema 2.1.2. Fie V o cvasivarietate netriviali de monoizi topologici. In ce conditii pentru un
spatiu X existd monoidul liber topologic F(X, V), care este abstract liber?

Problemele 2.1.1 si 2.1.2 sunt importante in teoria algebrelor universale cu topologii (a se
vedea [33] 114} 15, 12, 13 [16]). Aceste probleme pentru varietdti de algebre topologice au fost
formulate de A. I. Maltsev ([33]], vezi problemele lui Maltsev 1n sectiunea 1.6 a tezei).

Urmatoarea teoremd se bazeazd pe rezultatul mentionat in teorema anterioard 2.1.1.

Teorema 2.1.2. Fie V o cvasivarietate netriviald de monoizi topologici, si fie cd exista H € 'V si
punctul b € H, astfel incit e # b si E = {e, b} este un subspatiu discret din H. Atunci pentru

fiecare spatiu zero-dimensional X existd monoidul liber topologic unic F(X, V).

Exemplul 2.1.1 ilustreaza faptul ca nu pentru orice cvasivarietate netriviala V si orice Tp-spatiu X
existd F(X,V).

Fie w = {0, 1,2,...}. O cvasivarietate V de monoizi topologici se numeste cvasivarietate
Burnside daci exista doud numere minimale p = p(V), ¢ = ¢(V) € w, astfel incat 0 < g < p si
xP = x4 pentru toate x,y € G € V. In acest caz, orice G € V este un monoid (p, g)-periodic cu

exponentul (p, ¢). Dacd g =0, atunci orice monoid G € 'V este un monoid periodic cu exponentul p
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si x” = e pentru fiecare x € G € V. Cvasivarietatea triviald este consideratd Burnside cu exponentul
0, 1).
Urmadtoarea teorema rezolva problema 2.1.1 pentru cvasivarietdtile non-Burnside complete

de monoizi topologici .

Teorema 2.3.3. Fie V o cvasivarietate completd non-Burnside de monoizi topologici. Atunci pentru

fiecare Ty-spatiu X existd monoidul liber topologic F(X,V).

Urmadtoarea teoremd rezolva problema 2.1.1 pentru cvasivarietitii complete netriviale de

monoizi topologici.

Teorema 2.3.4. Fie V o cvasivarietate completd netriviald de monoizi topologici. Atunci pentru

fiecare spatiu complet regulat X existd monoidul liber topologic F(X, V).

Fixam o cvasivarietate completa netriviala 'V de monoizi topologici. Considerdm o multime
nevidd X cu un punct fix e € X. Presupunem cd e € X C F%X,V) si e este unitatea monoidului
F%(X,V). Fie p o pseudo-cvasimetricd pe multimea X. Notdm cu Q(p) multimea tuturor pseudo-
cvasimetricilor stabile d pe F*(X, V) pentru care d(x, y) < p(x, y), pentru toate x, y € X. Multimea
Q(p) este nevida pentru ci ea contine pseudo-cvasimetrica triviala d(x, y) = 0, pentru toate x, y €
F%(X,V). Pentru orice a,b € F*X,V) punem p(a, b) = sup{d(a,b) : d € Q(p)}. Spunem ca
O este extinderea maximald stabild a p pe F4(X,V). Pentru orice a,b € F*(X,V) punem p =
inf{Z{p(x;,v;) i < n} :n € N, X,yl, X2, V2 s X, ¥n € X,a@ = X1 X2...%3, b = y1y2...Vn} si
p*(a,b) =inf{p(a, z1) +... + p(zi, Zi+1) + ... + p(2n, b) : n € N, 21, 20, ..., 70 € FYX, V)}.

Unul dintre rezultatele principale ale tezei este urmatoarea teorema.

Teorema 2.4.1. Fie p o pseudo-cvasimetricd pe X, Y un subspatiu al lui X si e € Y. Notam cu
M(Y)= F“Y,V) submonoidul monoidului F*(X, V) generat de multimea Y si cu dy extinderea p|Y
pe M(Y) a pseudo-cvasimetricei py pe Y, unde py(y, z) = p(y, z) pentru toate y, z € Y. Atunci:

. dy(a, b) = p(a, b) pentru toate a,b € M(Y).
. Dacd V este o cvasivarietate non-Burnside, atunci p(x, y) = p(x, y) pentru toate x,y € X.

1
2
3. Daca p este o cvasimetricd (strictd) pe Y, atunci p este o cvasimetricd (strictd) pe M(Y).
4. Daca p este o a metricd pe Y, atunci p este o metricd pe M(Y).

b)

. Dacd a,b € F*(Y,V) sunt puncte distincte si p este o cvasimetricd pe Sup(a, b), atunci
pla,b) + p(b,a) > 0.

6. Dacd a,b € F(Y, V) sunt puncte distincte si p este o cvasimetricd strictd pe Sup(a, b), atunci
po(a, b) > 0 si p(b,a) > 0.

7. Pentruorice a,b € F*(Y,V) existan € N, x1, xp, ..., X, € Sup(a, a) si y1, y2, ..., yn € Sup(b, b)
astfel incdt a = x1x3...X,, b=y y2...y,, n < l(a) + [(b) si p(a, b) = Z{p(x;, y;) : i < n}.
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8 p=p=p".
In clasa monoizilor liberi, Teorema 2.4.1 permite rezolvarea celor doua probleme ale lui
Maltsev, formulate pentru algebre universale in 1957 [33]].
Cvasivarietatea de monoizi topologici 'V este rigidd daci pentru orice spatiu X, orice cuvant
a € F(X,V), orice punct ¢ € X \ {py} si orice reprezentare ac = x| x3...x,, unde xy, x3, ..., X, € X,
existsd m < n, astfel incat x,, = ¢ si a = x1x2...Xp—1. In acest caz x; = px = e, pentru orice i > m.

Varietatea tuturor monoizilor topologici este rigida.

Teorema 2.5.1. FieV o cvasivarietate rigidd non-Burnside de monoizi topologici, p o cvasimetricd
pe un spatiu X cu punctul bazd px si p(x, px) = p(y, px), pentru orice x,y € X \{px}, sau p(px, x)
= p(px,y), pentru orice x,y € X \ {px}. Atunci p*(ac, bc) = p*(ca, cb) = p*(a, b), pentru toate
a,b,c € F(X,"V).

Urmatoarea teoremd extinde Teorema 2.3.3 si rezolva problema 2.1.2 pentru cvasivarietati

complete non-Burnside de monoizi topologici.

Teorema 2.6.1. Fie V o cvasivarietate netriviald completd non-Burnside de monoizi topologici.
Atunci:

1. Pentru orice Ty-spatiu X pe monoidul liber F*(X, V) existd o Ty-topologie T(gm), astfel
incat:

—(FYX,V),T(gm)) € V;

— X este un subspatiu al spatiului (F*(X,V), T(gm));

— topologia T(gm) este generatd de familia tuturor pseudo-cvasimetricilor invariante pe
FY4(X,V), care sunt continue pe X.

2. Pentru orice Ty-spatiu X monoidul liber topologic F(X, V) existd si este abstract liber.

3. Un spatiu X este un T\-spatiu dacd si numai dacd spatiile F(X,V) si (FY(X, V), T(gm))
sunt T1-spatii.

4. Un spatiu X este functional Hausdor[f dacd si numai daca spatiile F(X,V) si
(FYX, V), T(gm)) sunt functional Hausdorff.

Rezultatele analogice cu Teoremele 2.1.1 si 2.6.1 sunt obtinute pentru monoidul semi-
topologic F(X, W) in Teoremele 2.7.1 si 2.7.2.

Al doilea capitol se Incheie cu discutia despre spatiile digitale topologice, rezultatele rezumate
in Corolarul 2.8.2, care rezulta din Corolarul 2.8.1 si Propozitiile 2.8.2 si 2.8.4.
Corolarul 2.8.1. Fie V o cvasivarietate netriviald completd non-Burnside de monoizi topologici.
Atunci pentru fiecare spatiu X urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

1. F(X,V) este un spatiu Alexandroff.

2. Pe spatiul F(X,V) existd o cvasimetricd cu valori naturale.

3. X este un spatiu Alexandroff.
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Corolarul 2.8.2. Fie V o cvasivarietate netriviald completd non-Burnside de monoizi topologici.
Atunci pentru fiecare spatiu X urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

1. F(X,V) este spatiu topologic digital.

2. X este spatiu topologic digital.

Rezultatele prezentate in acest capitol completeazd cu succes lucrdrile matematicienilor in
domeniul extinderii distantelor pe structurile algebrice abstracte. Cercetarea autorului Tn acest
capitol este publicatd in articolele [54, 57, 162] si serveste drept bazd pentru cercetarea prezentatd
in urmdtoarele capitole.

In capitolul 3, Miisura similaritiitii pe monoizi de stringuri, se demonstreazi ci existi
distante invariante pe monoidul L(A) al tuturor stringurilor asemanatoare cu distantele Levenshtein
si Hamming. Se introduce o definitie distincta a distantei pe L(A), pe baza metodei Markov-Graeyv,
propusi pentru grupuri libere. In rezultat, se arati ci pentru orice cvasimetrici d pe alfabetul A in
reuniune cu sirul vid existd o extendere maximald invariantd d* pe monoidul liber L(A). Aceasta
noud abordare permite introducerea descompunerilor paralele si semiparalele a doua stringuri, care
sunt ulterior utilizate Tn subsectiunea 3.3 pentru a determina factorii de eficientd si de penalizare in
doua reprezentari de stringuri.

Pentru orice stringuri a, b € L(A) gasim descompuneri de forma a = viuyvauy . .. vitgvis1
si b = wiuiwauy ... wrugwg41, care pot fi reprezentate ca a = ayay...a,, b = byby...b, cu
urmadtoarele proprietati:

- unele g; si b; pot fi stringuri vide, adicd a; = €, b; = &;

- dacd a; = ¢, atunci b; # &, si dacd bj = g, atunci a; # &;

-dacdu; =¢g,atuncia = vy sib=wy;

-dacd u; # &, atunci exista sirul 1 < iy < j; <ip < jo < ... <y < jx < n, astfel incat:

up =4a ...daj :bi1 ...bjl,l/tz =Qqj...045 = biz"'bjzauk =4 ...45 = bik"'bjk;

-dacdv; = w; =&, atuncii| = 1;

- dacd vy = wiy = €, atunci ji = n;

- daca k > 2, atunci pentru orice i € {2,...,k} avem v; # £ sau w; # €.

In acest caz avem [(u1) + l(u2) + ... + l(ux) = |{i : a; = b;}|.

Descompunerile care au forma de mai sus se numesc descompuneri paralele a stringurilor a si
b [55,156L57]. Pentru orice descompuneri paralele a = viuy ... vglgvis1 Sib = wiug ... WrltgWi1
numarul

E(Wiuy ... VilgVis1, WIl] - . . Wl Wiy 1)

= > Amax{l(), [w)}} = du(xi%z .. Xy 3132 )

i<k+1

se numeste eficienta descompunerilor paralele date. Numarul E(a, b) este egal cu valoarea minima
a eficientei tuturor descompunerilor paralele ale stringurilor a, b si se numeste eficienta comund

a stringurilor a, b. E evident cd E(a, b) este bine determinata si E(a, b) = dg(a, b). Spunem ca
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descompunerile paralele a = viujvouy ... viugvisy Si b = wiuywouy . .. Wrltpwy41 sunt optimale

dacd are loc urmatoarea egalitate:
E(V]M]V2M2 e VEUE VL, WU WRUD . .. wkukwk+1) = E(a, b)

Acest tip de descompuneri sunt asociate cu problema asemdndrii aproximative a sirurilor
[35]. Dacd descompunerile a = viuy...viugvisr Si b = wiuy ... wilgwy41 sunt optimale si

k > 2, atunci putem considera ca u; # € pentru orice i < k.

Orice descompuneri paralele a = ajay ...a, = viuyvauy ... vilugvisr Si b = biby ... by,

WIUIWOUY . . . WU W41 genereazd subsiruri comune ujuy . . . ux. Numarul

m(alaz ... Ay, b1b2 ce bn) = l(ul) + l(uz) +...+ l(uk)

se numeste mdsura similaritdtii a descompunerilor [7, 37]. Existd descompuneri paralele a
viuyvouy ldotsviugvisr si b = wiuywoun ldotswiurwys1 pentru care masura de similaritate este
maximd. Valoarea maximd a masurii de similaritate a tuturor descompunerilor se noteazd cu
m*(a, b). Valoarea maxima a masurii de similaritate a tuturor descompunerilor optimale se noteaza
cu m®(a, b). Observim cda m“(a,b) < m*(a,b). Pentru orice doud descompuneri paralele a =

ayay...a, sib =">byby...b, prin analogie cu [56], definim factorul de penalitate

prlaiax...anbiby...by)={i <n:a=¢e}|,pi(araz...anbiby...b,)={j <n:bj=¢}l,
plaias...apbiby...by) =i <n:a, =&} +|{j <n:b;=¢e}

=paray...anbiby...by) + pi(aray...anbi1by...by)
si mdsurile de similaritate proprie

M,-(alaz ... Ay, b]bz e bn) = m(alaz ...y, b1b2 e bn) —pr(alaz ...y, b1b2 e bn),
Ml(alaz ... Ay, b1b2 e bn) = m(alaz ... Ay, b1b2 . bn) - pl(a1a2 ... ap, blbz e bn),
M(a1a2 ... Ay, b1b2 e bn) = m(a1a2 ... Ay, b1b2 . b”) —p(a1a2 ... Ay, b1b2 e b”)

Numirul dy(ajay . ..an, b1by...by) = |{i < n : a; # b;}| este distanta Hamming dintre

discompuneri si este un alt tip de penalitate. Avem:
play...auby...b,) <dy(ay...anb...by).

Afirmatiile din urmédtoarea teorema stabilesc principalele rezultate.

Teorema 3.3.1. Fie a si b doud stringuri nevide, a = ayay . . .a, si b = b1b;, ... b, descompuneri
optimale inifiale, iar a = a\a, .. .a, si b = b\l ... b, a doua pereche de descompuneri arbitrare.

Notdam:
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4 7 7 ’ / 1./ /
m=m(aiay...ayb1by...b,), m' =m(aa, .. .aq,b]b2 . ..bq),

p=plaiay...a,b1by...by), p =plajay...a, b, ... by),
pi=pi(aray .. .a, b1by ... by), Py =piaia, ... a;, b, ... b’q),
pr=prlaias...anb1by...by), P, =pdadj.. .a;, bib, ... b;),

r=dy(aias...a,b1by...b,), r'=dy(aia, . .. a'q, by, ... b;),

M=m-p M =m'-p', Mi=m-p;, M| =m’ —p,, M, =m — p,, M{ =m’ — p;.
Urmatoarele afirmatii sunt adevdrate:

1. p=p=2m" —m)+2(r' —r).

2. Dacd a doua pereche de descompuneri nu este optimald, atunci M; > M si M, > M;.

3. Dacd a doua pereche de descompuneri este optimald, atunci M; = M| si M, = M], si

madsurile M; si M, sunt constante pe multimea descompunerilor paralele optimale.

4. Dacd m’ > m si a doua pereche de descompuneri nu este optimald, atunci p’ > p, pi’ > pi,
p.>prsiM > M.

5. Dacd m’ = m si a doua pereche de descompuneri este optimald, atunci p’ = p, pir = py,
pr=prsiM =M.

6. Daca m’ < m si a doua pereche de descompuneri nu este optimald, atuncim’ —r’ <m —r.

Din afirmatiile teoremei 3.3.1 rezultd ca pe clasa tuturor descompunerilor optimale a doua
stringuri date:
- masura maximald de similaritate proprie se realizeazd pe descompunerea paraleld optimala

cu penalitate minimald (madsura minima de similaritate);

- masura minima de similaritate proprie se realizeaza pe descompunerea paraleld optimala cu

penalitatea maximd (mdsura maxima de similaritate).

Pentru oricare douad siruri nevide existd descompuneri paralele cu masura maxima de simi-
laritate si descompuneri optimale pe care mdsura de similaritate este minima.
Prezentam mai jos un exemplu care ilustreaza relatiile privind similaritate proprie si penalitatile

impuse de afirmatia 4 a teoremei 3.3.1.

Exemplul 3.3.1. Fiea = AAAACCC, b = CCCBBBB doud stringuri cu a si b fiind descompunerile
lor optimale triviale, si @ = AAAACCCeece, b' = £eeeCCCBBBB ca descompunerile lor
neoptimale. Atuncim’ =3, =8 p' =8m =0,r =7, si p = 0. In acest exemplu avem
S=m'-r>m-r==-Tsi-5=m'"-p'=M <M=m-p=0.

Urmatorul exemplu aratd cd existd unele descompuneri exotice neoptimale paralele a =
ayay---ay si b = b\, --- by, astfel incit pentru descompunerile optimale a = ajaz---a, si

b=byby---byavemm’ <m,p’ <p,siM > M.
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Exemplul 3.3.2. Fie ABCDEF si CDEFED descompunerile triviale neoptimale a stringurilor
a,b si ABCDEF¢eeg, esCDEFED descompunerile lor optimale. Atuncim’ =1, r' =5, p’ =0,

m=4,r=4,sip=4. Obtinemcam'—p'=M >M=m—p,sim’"—r <m-—r.

Exemplele de mai sus aratd cd Teorema 3.3.1 nu poate fi imbunatititd in cazul m’ < m.

Descompuneri cu penalitatea minima si similaritatea proprie maximald sunt de interes sem-
nificativ. Mai mult, dacd rezolvam problema de editare si corectare a textelor, descompunerile
optimale sunt mai favorabile. Prin urmare, descompunerile optimale sunt cele mai bune descom-
puneri paralele si putem rezolva probleme de aliniere a stringurilor numai pe clasa de descompuneri
optimale.

In virtutea Teoremei 3.3.1, diferite aplicatii ale distantelor pe monoizi de siruri pot fi folosite in
rezolvarea problemelor din diferite domenii stiintifice. De exemplu, studiul masurii de similaritate
proprie este abordat dintr-o perspectiva noud.

Remarca 3.5.1.  Algoritmii nostri sunt eficienti pentru orice cvasimetricd pe A. Unii autori
considerd posibilitatea de a defini metrica generalizatd Levenshtein cu valori distincte p(a, b) si
p(b, a). Este necesar ca p(a, b) sd fie o cvasimetricd. In caz contrar, putem obtine confuzii dupd

cum se va vedea din exemplul urmdtor.

Exemplul 3.5.4. Fie A = {a, b}, A = {&, a, b}. Urmdtorul tabel defineste distanta p pe A:

~ QSO

b

X

M S|~
SIS |~

Q

Y

In acest exemplu avem 0 = p(a, b) + p(b, &) < p(a, &) = 1 si:
1. pentru u = aba,v = ba obtinem p(u,v) = p(v,u) = 0,
2. pentruu = a,v = b obtinem p(u,v) = p(v,u) =0, iar p(v,u) = 1.

Exemplul 3.5.5. Sd examindm exemplul din [37] in contextul rezultatelor obtinute. Avem stringurile
a =AJCINRCKCRBP si b = ABCNJROCLCRPM pentru care sunt opt perechi de descom-

puneri paralele optimale. Prezentdm doud din ele, cea mai scurtd si cea mai lungd:

A\J [|[C)\ e[ J\N R|C\K|[CR\B P

Al B\C|] N\JJ] R O\C|] L\CR| P M
AYJ [ CYJ [ N)Ye | R\ e[ C\K|CR\YB|P)\ ¢
Al B\C|] e \N|] J\R)JO\C|] L\CR|) e \P| M
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Pentru prima pereche avem p* =7, m = 6, p =1, si M = 5. Pentru a doua pereche avem
p =1, m=8, p=235,si M =3. Algoritmii nostri ne permit sd calculdm toate descompunerile
optimale cu mdsuri de similaritate distincte. Autorii din [37] preferd cea de-a doua pereche de
descompuneri pentru cd are o mdsurd maximald de similaritate. Consideram mai preferabild

prima pereche, care are similaritatea proprie maximald.

De fapt, pentru orice doud siruri nevide existd descompuneri paralele cu 0 masurd maxima
de similaritate si descompuneri optimale pe care mdsurd de similaritate este minimd. Exemplul
urmdtor aratd cd existd unele descompuneri exotice paralele neoptimale a = aja) ---ay si b =
b, - b’q, astfel incat pentru descompunerile optimale a = aya---a, si b = bi1b; - - - b, avem

m <m,p<psiM > M.

Exemplul 3.5.6. Fie a = ABCDEF si b = CDEFED descompunerile triviale neoptimale ale
stringurilor a,b, cu a = ABCDEFee si b = eeCDEFED descompunerile lor optimale. Atunci
m' =1,r=5p=p=p,=0sim=4r=4p=4p =p, =2 fnacestexempluavemMZ’=
M =M=m"-p'=1-0=1>0=4-4=m—-p=M,m' —-r'=-4<0=m-r, M =4-2=
2>1=M/,M,=4-2=2>1=M,.

Exemplul 3.5.7. Fie a = AAAACCC si b = CCCBBBB descompunerile triviale optimale ale
stringurilor a,b, cu a = AAAACCCeeee si b = eeeceCCCBBBB descompunerile lor neoptimale.
Atuncim’ =3, 7 =8, p  =8sim =0,r =7, p=p; = p, =0. In acest exemplu avem
S=m'-r>m-r==-7si-5=m'"-p <m-p=0.

vvvvv

Proprietdtile examinate si rezultatele obtinute Tn acest capitol sunt publicate in articolele [46, 47,
S1L155L 156, 157,162, 163]] si servesc drept bazd pentru capitolul urmator. Rezultatele mentionate pot

fi aplicate in diferite probleme legate de similaritatea intre secvente de caractere.

Capitolul 4, Aspectele geometrice si topologice ale analizei informatiei, este capitolul
final al tezei si se concentreazd pe partea aplicativa a rezultatelor teoretice obtinute in capitolul
precedent. Mai precis, in acest capitol este rezolvatd problema construirii multimelor de medii
ponderate si bisectoarei perechelor de siruri de caractere. Acest rezultat se bazeazad puternic pe
proprietdtile descompunerilor paralele optimale. Se demonstreazad cd orice element al multimii
de medii ponderate este generat de unele descompuneri paralele optimale. Aceastd proprietate

puternicd, precum si reciproca ei, sunt rezumate in urmétoarele doud teoreme.

Teorema 4.1.1. Orice descompunere paraleld fixatd d - optimald a unei perechi date de stringuri
a, b € L(A) genereaza mediile ponderate, simultan cu reprezentdrile lor echivalente, care formeazd

descompuneri paralele d - optimale cu reprezentdrile fixate ale stringurilor date.

Corolarul 4.1.1. Orice medie ponderatd a unei perechi fixate de stringuri este generatd de careva

din descompunerile sale paralele optimale.
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Ca un caz special, atunci cand dg (distanta Graev) este o metrica discretd si dg(a, b) este
un numadr par, media ponderatd egal indepdrtat de stringurile a si b este mediana segmentului
determinat de a si b. Algoritmul pentru construirea medianelor unui sir de perechi este prezentat

in Algoritmul 5.

Algorithm 5: Mediana DescParalOptim a x si y:

Date x, y € L(A) construeste m € L(A), cu d*(x,m) = d*(m, y).
Data: x = xix2... %, Yy =V1Y2... V-
Result: Set M of median strings m.

1 d:=d*(x,y),
2 if d is odd then
3 ‘ return "distance d*(x, y) is odd, set M is an empty set."

// Generate Optimal Parallel Decompositions of strings x,y

4 OPD(x,y) := BuildOPD(x,y);

sI={i:1<i<I*"(x)};

¢ foreach (x’,y’) € OPD(x,y) do

7 L={i:x =y}

s | L=1\I;

9 foreach I5 = Choose (|1| — d)/2 elements from I, do
x,ie[hUl

10 m:=mymy...my, where mj={ !

ylf, otherwise.

11 M := M U {m};
12 return M;

Capitolul continud cu studiul problemei convexitatii multimii de medii ponderate. Teoremele
care urmeazd, abordeazd aceste intrebari utilizind distantele Hamming si Graev.
Intrebarea 1. Este oare multimea Mg, (a, b) dy-convexd in (L*(A), dy) pentru orice a, b € L*(A)?

Intrebarea 2. Este oare multimea My (a, b) dg-convexd in (L*(A), dg) pentru orice a,b € L*(A)?
Teorema 4.2.1. Multimea My, (a, b) este dy-convexd in (L*(A), dy) pentru orice a, b € L*(A).

Teorema 4.2.2. Exista un alfabet finit A si doud stringuri a,b € L(A) pentru care multimea

M, (a, b) nu este dg-convexd.
Urmatorul exemplu prezintd stringurile a, b € L(A) pentru care My, (a, b) nu este dg-convexa.

Exemplul 4.2.5. Fie A={B,C,D,J,K,L,M,N, O, P,Q, R},
a=DJCINRCKCRBP, b=DBCNJROCLCRPM,
a’ = DJCNJNRCKCRBP, b’ = DBCJNJROCLCRBPM,
¢ =DJCINJNROCKCRBPM, m = Q0000Q0Q0.
Considerdm stringurile amb, bma, a’'ma’, b’'mb’ si cmc. Obtinem:
dg(amb, bma) = 14, dg(amb,a’ma’) = dg(a’ma’, bma) =7,
dc(amb,b’'mb’) = dg(b'mb’, bma) =7, dg(a’'mad’, b’'mb’) = 12,

dg(a’'ma’, cmc) = dg(cme, b'mb’) = 6, dg(amb, cmc) = dg(cmce, bma) = 9.

18



Deci a’ma’, b'mb’ sunt din mijlocul segmentului M,;(amb, bma), stringul cmc este din mijlocul

segmentului My, (a’'ma’, b’'mb’), iar cmc ¢ Mgy, (amb, bma).

Capitolul continud cu teorema cu privire la metodele de constructie a elementelor din

multimea bisectoarei a doud stringuri, adica siruri care sunt egal departate de la a si b.

Teorema 4.3.1. Fie a = ajay...a, si b = b1b,...b, doud stringuri din L*(A). Existd metode de

constructie a elementelor ¢ = cicy...c, € BdH (a, b).

Capitolul se incheie cu studiul metodelor de prelucrare a imaginilor folosind notiunile de spatii
digitale dispersate. Unul dintre rezultatele acestui studiu stabileste cd topologia Khalimsky este
topologia digitala minima din clasa tuturor topologiilor simetrice de pe linia discretd Z. Spunem
cd topologia T pe Z este simetricd daca (Z, T) este un spatiu Alexandroff dispersat, multimea {0}
nu este deschisd in (Z, 7T) si pentru orice n € Z aplicatia S,, : Z — Z, unde S,(x) = 2n — x pentru
toate x € Z, este un homeomorfism.

Este bine cunoscut faptul ca diferite structuri topologice algebrice au fost introduse pentru
a raspunde cerintelor teoriei informationale. In procesul de studiere a obiectelor continue prin
metode computerizate, ele sunt aproximate prin obiecte finite sau prin imagini digitale [1} 9, [11}
56, (30,138, 39, 41]].

Procesarea digitald a imaginilor este un proces care, din punct de vedere topologic, poate fi
descris in felul urmaétor:

1. Fixam un spatiu infinit X (o imagine continua a originalului) si o proprietate P de subspatii
ale spatiului X.

2. Prin careva procedurd vom construi un numar n € w, o submultime finitd H = {h; : i €
w(n)} C Z de nivele si o familie finitd {G; : i € w(n)} de submultimi nevide deschise a spatiului X
cu proprietdtile:

-GiNGg =0 pentruorice 0 <i < k < nm;

- pentru orice i € w(n) si orice x € G; existd o submultime deschisa G(x) astfel incat
x € G(x) C G;j si G(x) este o submultime cu proprietatea P in X;

- multimea G = {G; : i € w(n)} este densa in X.

Multimea G este P-nucleu si X \ G este P-reziduu al spatiului X.

3. Aplicatia intensitatii Iy : X — w C H este determinata cu properietatea: Ip(x) =
maximal{h; : x € clxG;} pentru orice x € X. Avem G; C Iﬂjl(h,-) pentru orice i € w(n).

4. Pe H se determina topologia digitald pentru care aplicatia Ip este continud.

5. Printr-o procedura se construieste un 7Tp-spatiu finit K si pentru orice x € X se determina
o submultime nevida Dp(x) din K, astfel incat:

- pentru orice ¢ € K multimea X(c) = {x € X : ¢ € Dp(x)} este inchisd si se numeste o
P-celulid a X;
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- pentru orice ¢ € K existdi € w(n) si o submultime deschisd nevidda X’(c) C G;, astfel incat
X(c)=—clxX'(c).

Rezultatele cercetdrilor prezentate in acest capitol, Tmpreund cu rezultatele discutate Tn capi-
tolele anterioare, acoperd pe deplin obiectivele de cercetare mentionate in primul capitol. Rezul-
tatele din acest capitol sunt publicate in articolele [49, 150, 160, 61] si pot fi aplicate in studiul unui

cerc larg de probleme teoretice si practice.

4. CONCLUZII GENERALE

Cercetarile efectuate 1n cadrul tezei "Distante pe Monoizi Liberi si Aplicatiile lor in Teoria
Informatiei" corespund in intregime scopului si obiectivelor expuse in Introducerea lucrdrii.
Studiul rezultatelor obtinute permite evidentierea urmatoarelor rezultate generale:
1. S-a stabilit ca pentru orice cvasivarietate non-Burnside V si orice cvasimetricd p pe o
multime X cu punctul baza px pe monoid liber F¢(X, V) existd o cvasimetricd unica stabila
p cu proprietatile:
(a) p(x,y)= p(x,y) pentru orice x,y € X;
(b) Daci d este o cvasimetricd invariantd pe F*(X,V) si d(x,y) < p(x, y) pentru orice
x,y € X, atunci d(x, y) < p(x, y) pentru orice x, y € F4(X,V);
(c) Dacd p este o metricd, atunci p la fel este o metrica;
(d) DaciY C X, d = p|Y si d este extinderea invarianti maximali a d pe F(Y,V), atunci
FeY,V) C F4X,V)sid = p|F4Y,V);
(e) Pentru orice cvasimetricd p pe X si orice puncte a,b € F*X,V) existi n € N si
reprezentdrile a = ajay...a,, b = b1b;...b,, astfel incat ay, by, a, by, ..., an, b, € X si
pla, b) = Y{p(a;, b;) : i < n}. [62]

2. Metoda de extindere a cvasimetricilor pe monoizi liberi In cvasivarietatea completd non-
Burnside a monoizilor topologici permite: a construi topologii distincte admisibile a F¢(X, V)
pentru orice Ty-spatiu X, a demonstra cad monoidul liber topologic F*(X,V) existd pentru
orice spatiu X, a stabili cd monoidul liber topologic F(X, V) este abstract liber, adica este

canonic izomorf cu monoidul abstract liber F4(X, V) [54, 57, 62].

Acest fapt rezolva problemele prezentate de A. I. Maltsev pentru algebrele topologice uni-
versale libere [33]. Rezultate similare s-au obtinut pentru cvasivarietdtile monoizilor semi-

topologici [62].

3. A fost demonstrat ca dacd V este o cvasivarietate completd non-Burnside de monoizi topo-
logici, atunci X este un spatiu Alexandroff daca si numai daca F(X,V) este un spatiu

Alexandroff, si X este un spatiu digital dacd si numai dacd F(X, V) este un spatiu digital [61].

Mentiondm ca concluziile 1, 2 si 3 nu sunt valabile pentru cvasivarietdti complete Burnside.
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4. Pe baza metodelor de extindere a distantei, notiunile de descompunere paraleld si mdsura
similaritatii au fost introduse in spatiul stringurilor [63]. Teorema 3.3.1 descrie relatiile dintre

masura similaritdtii, penalizarea si optimalitatea descompunerilor paralele [56, 58, 59].

5. Diferite relatii interesante intre distantele Hamming, Levenshtein si Graev au fost stabilite pe
L(A) [46l 147,148 155].

6. S-a demonstrat cd in clasa tuturor descompunerilor optimale a doud stringuri date, masura
maximald a similaritdtii proprii se realizeazi pe baza descompunerii paralele optimale cu
penalitatea minimald (mdsura de similaritate minimald); mdsura minimald de similaritate
proprie se realizeazd pe descompunerea optimald paraleld cu penalitatea maximald (masura

maximala de similaritate) [51] 163]].

7. Au fost propusi algoritmi pentru construirea elementelor multimilor de medii ponderate
M, (a, b) si bisectoare By (a, b) a perechei date de stringuri a si b [49,164]. A fost ilustrat
modul de utilizare a descompunerilor paralele optimale pentru a genera elementele multimilor

Mg (a, b), By, (a, b), si multimii punctelor de mijloc dintre a si b [50, 53, 164].

8. S-a demonstrat cd orice medie ponderatd a unei perechi de stringuri este generatd de careva
dintre descompunerile lor paralele optimale [64]. S-a demonstrat, de asemenea, cd multimea

M (a, b) nu este convexd [52]].

9. Au fost elaborati algoritmi pentru prelucrarea digitala a imaginilor utilizand proprietatile
topologiilor digitale dispersate si s-a stabilit cd topologia Khalimsky este topologia digitala

minima din clasa tuturor topologiilor simetrice de pe linia discreta Z [60, 61, 65].

Avantajele si valoarea elaborarilor propuse. Elaboririle propuse au o valoare stiintifica
semnificativa datoritd gradului lor inalt de originalitate. Rezultatele stiintifice din aceasta tezd au
o valoare teoreticd si aplicativd Tn domeniul algebrei, topologiei is cel al informaticii teoretice.
De exemplu, metodele de extindere a pseudo-cvasimetricilor pot fi utilizate pentru construirea
topologiilor speciale pe monoizi liberi. Metodele de descompunere paraleld, madsura de similaritate,
eficienta si penalizarea pot fi aplicate Tn probleme de analizd a textelor.

Recomandaéri. Rezultatele obtinute pot fi utilizate in diverse domenii si pot avea aplicatii
practice in algebrd si teoria informatiei. Pe baza concluziilor de mai sus, se recomanda urmatoarele:

* existd un interes special in investigarea cvasimetricilor pe spatiul monoizilor liberi, ca ex-

tinderi de cvasimetrici cu proprietdti particulare pe un alfabet. De exemplu, asa cum s-a

demonstrat, cvasimetricile sunt strict invariante pe cvasivarietdti rigide. Acest lucru este

obisnuit pentru grupuri, dar este foarte rar pentru semigrupuri si monoizi;

* cercetarea rezultatelor poate fi continuatd atit din punct de vedere algebric, cit si In scop

aplicativ. Cercetarea metricilor pe monoizi este de interes major;

* rezultatele obtinute referitoare la descompuneri paralele optimale pot fi utilizate in domeniul

alinierii secventelor de caractere;
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[1]

(2]

[3]

[4]

[5]

[6]

noul algoritm propus pentru construirea mediilor ponderate poate fi mai eficient deoarece iain
considerare simbolul vid, si genereazd mai multe elemente ale multimei My, decét algoritmii
clasici. Acest fapt, larandul sdu, poate fi util in contextul comunicarii informatiilor prin canal
cu zgomot sau programelor de editare/corectare a textului, in cazul in care are loc pierderea

de informatie;

algoritmii de generare a mediilor ponderate si bisectoarei de siruri de caractere pot fi aplicati
in domeniul algoritmilor de analiza a datelor si clusterizare. De exemplu, centrul geometric

al unei multimi de elemente poate fi calculat ca intersectia elementelor bisectoarelor;

cercetdrile ulterioare pot fi continuate prin studiul algoritmilor si proprietdtilor descompuner-

ilor paralele optimale a trei si mai multor siruri de caractere;

continutul tezei poate servi drept platforma pentru cursurile optionale universitare.
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ANNOTATION

of the thesis '"Distances on Free Monoids si Their Applications in Theory of Information'',
submitted by Budanaev Ivan for Ph.D. degree in Mathematics, specialty 111.03 - Mathematical

Logic, Algebra si Number Theory.

The thesis was elaborated in Moldova State University "Dimitrie Cantemir", Chisindu, 2019.

Thesis structure: the thesis is written in English si consists of: introduction, four chapters,
general conclusions si recommendations, 200 bibliography titles, 116 pages of main text. The
obtained results were published in 20 scientific papers.

Keywords: Alexandroff space, quasivariety of topological monoids, free monoids, invariant
distance, quasi-metric, Levenshtein distance, Hamming distance, Graev distance, parallel decom-
position, proper similarity, weighted mean, bisector of two strings, convexity, algorithm.

Domain of research: Distances on abstract algebraic structures.

Goals si objectives: The goal of the research is to study the problem of distances on free
monoids. To achieve this goal, the following objectives were defined: elaboration of an effective
method for extending the quasi-metric on free monoids; development of efficient representations of
information for data analysis; implementation of innovative algorithms for solving text sequences
problems; describe digital topologies on the discrete line.

The scientific novelty si originality consist in obtaining new theoretical results with ap-
plications in computer science. An effective method of distance extension on free monoids was
developed, which helped to introduce the concept of parallel representation of information. This
has allowed the development of the concepts of efficiency si similarity of the representation of
information sequences, as well as the construction of the sets of weighted mean si bisector of
strings.

The important scientific problem solved in the research is the development of methods
for constructing and studying distances on free monoids, which contribute to obtaining effective
methods of representing information, applicable to solving different distance problems.

The theoretical significance is determined by the obtaining of the new results regarding
the establishment of the conditions of existence of the extension of the distance on free monoids.
The elaborated methods have allowed to approach the problems related to information sequences
from a new point of view. New algorithms of constructing strings weighted mean si bisector were
proposed. It has been established that the informational segment is not convex.

The applicative value of the paper consists in the use of the obtained theoretical results in
the study of symmetric topologies on the digital line, imaging processing si construction of the
centroid of a set of strings.

The implementation of the scientific results. The obtained results can be used in scientific
research related to data analysis, the study of the efficiency of information representation, digital
image processing. They can also be used in development of an optional course for university

students related to the study of distances on abstract algebraic structures.
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ADNOTARE
la teza ""Distante pe Monoizi Liberi si Aplicatiile lor in Teoria Informatiei',
inaintatd de cdtre Budanaev Ivan pentru obtinerea titlului de doctor in stiinte matematice la spe-
cialitatea 111.03 - Logicd Matematicd, Algebra si Teoria Numerelor.

Teza a fost elaboratd la Universitatea de Stat "Dimitrie Cantemir", Chisindu, anul 2019.

Structura tezei: teza este scrisd in limba engleza si contine introducere, patru capitole,
concluzii generale si recomandari, 200 titluri bibliografice, 116 pagini de text de bazd. Rezultatele
obtinute sunt publicate in 20 lucrari stiintifice.

Cuvinte cheie: Spatiul Alexandrov, cvasivarietate de monoizi topologici, monoizi liberi,
distantd invariantd, cvasimetricd, distanta Levenshtein, distanta Hamming, distanta Graev, descom-
punere paraleld, similaritate proprie, medie ponderatd, bisectoare a doud stringuri, convexitate,
algoritm.

Domeniul de studiu al tezei: Distante pe structuri algebrice abstracte.

Scopul si obiectivele lucrarii. Scopul cercetdrii constd in studiul problemei extinderei
distantelor pe monoizi liberi. Pentru atingerea acestui scop au fost definite urmatoarele obiec-
tive: elaborarea unei metode eficiente de extindere a cvasimetricei pe monoizi liberi; dezvoltarea
reprezentdrilor eficiente a informatiei pentru analiza datelor; implementarea algoritmilor inovativi
pentru rezolvarea problemelor secventelor de text; descrierea topologiei digitale pe dreapta discreta.

Noutatea si originalitatea stiintifica constau in obtinerea rezultatelor noi de ordin teoretic
cu aplicatii in informaticd. A fost elaboratd o metoda efectiva de extindere a distantelor pe
monoizi liberi, gratie cdreia a fost introdus conceptul de descompunere paraleld a informatiei.
Aceastd a permis dezvoltarea conceptelor de eficientd si similaritate a reprezentirei secventelor
informationale, la fel si constructia multimelor de medii ponderate si bisectoare a stringurilor.

Problema stiintifica importanta solutioanta consta in elaborarea metodelor de construire
si studiere a distantelor pe monoizi liberi, care contribuie la obtinerea metodelor efective de
reprezentare a informatiei, aplicabile la solutionarea diferitor probleme referitor la distante.

Semnificatia teoretica este determinatd de obtinerea rezultatelor noi ce tin de stabilirea
conditiilor de existentd a extinderii distantei pe monoizi liberi. Metodele elaborate au permis
abordarea problemelor legate de secvente de informatie dintr-un nou punct de vedere. Au fost
propusi algoritmi de constructie a mediilor ponderate si bisectoarei a perechilor de stringuri. S-a
stabilit cd segmentul informational nu este convex.

Valoarea aplicativa a tezei constd in utilizarea rezultatelor teoretice obtinute la studiul
topologiilor simetrice pe dreapta digitald, procesarea imaginelor si constructia centrului de greutate
a multimei de stringuri.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute pot fi utilizate in cercetari
stiintifice ce {in de analiza datelor, studierea eficientei reprezentdrii a informatiei, procesarea

digitald a imaginelor. De asemenea, ele pot servi drept suport pentru cursuri universitare optionale.
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AHHOTAIIA

auccepraimy “PaccTosiHEsI HA CBOOOHBIX MOHOU/IAX M MX NMPHJIOKEHHSI B Teopnu nHgopManun’”,
npencTasieHHoi ViBaHoM ByjaHaeBbIM Ha coMCKaHKe YYEHO CTETIeH! JOKTOpa MaTeMaTUYECKUX HayK I10
cnenmanbHocTd 111.03 — Maremarnyeckas Jloruka, Anredpa u Teopust Uncen. [Juccepraiys BHIIOTHEHA
B [ocynapctBenHom YHusepcurere “Iumutpue Kantemup”, Kuimunés, 2019 roa.

Crpykrypa padorsl: [luccepraiys HalicaHa Ha aHIJIMIICKOM sI3bIKE M COJIEPKUT BBE/ICHHE, YEThIPEe
IJIaBHl, 3aKToueHue ¢ pekomeHgamusamu, 200 oudamorpaduueckux Ha3BaHus, 116 cTpaHUI] OITHOBHOTO
TekcTa. [loyueHHble pe3ynbTaThl ObUIM OMyOMKOBaHbI B 20 HayYHBIX padoTax.

Kuarouessle cioBa: [IpocTpaHcTBO ANleKCaHApPOBa, CBOOOIHBIE MOHOM/IBI, MTHBAPHAHTHOE PACCTOSI-
HHe, KBa3UMEeTpHKa, paccTosiHus JleBeHinTeitHa, Xammunra u ['paeBa, napajienbHoe pa3fnoxeHue, Hal-
Jiekalee CXo/ICTBO, B3BEIIEHHOE CpeHee, OMCCEKTpHCa ABYX CTPOK, BHITYKJIOCTh, aJTOPUTM.

Ooaactb uccaenoBanusi: Paccrosinus Ha aOCTpaKTHBIX aJireOpanyecKuX CTPyKTypax.

Iean nccaexoBaHust sBISETCS U3ydYeHHE NMPOOIEMbl PACCTOSHUIA Ha CBOOOJHBIX MOHOWAAX, IS
JOCTUKEHHE KOTOPOro OMpeAesieHbl clieAyolue 3a1auun: pa3padoTka 3(peKTUBHOTO MeTO/1a MPOI0JIKe-
HMSI KBa3UMETPUKHU Ha CBOOOIHBIE MOHOUIBL; pa3padoTKa 3(peKTUBHBIX MpeICTaBIeHni UHHOPMAIU
IJ1sl aHa/IM3a JaHHBIX; BHEAPEHNE NHHOBALIMOHHBIX aJITOPUTMOB IS pellieHHs 3aJja4 TEKCTOBBIX MOCJIe10-
BaTeJIbHOCTEN; onucaHue U(PPOBBIX TOMOJOIUU Ha JUCKPETHOM MPSMOIA.

HayuHast HOBU3HA M OPUTHHAJIBHOCTD 3aKJII0YAIOTCS B IMOJTyYEHUH HOBBIX TEOPETUIECKUX PE3YJIb-
TaTOB C NPWIOKEHUAMHU B MH(popMaTuke. PazpadoTan 3¢ppek TUBHBII METO IPOJOIKEHHS PACCTOSIHUI Ha
CBOOO/IHBIX MOHOMIAX, KOTOPBIH TTO3BOJIMIT BBECTH KOHIIETIIIMIO ITapaJuIeIbHOTO NIpeICTaBIeH! s MH(pOopMa-
1uH, 3(PEKTUBHOCTU U COMOCTABUMOCTU MH(POPMALIMOHHBIX MOCJIEJOBATEIbHOCTEMH, a TaKke MOCTPOUTh
MHOKECTBA B3BEHIEHHOTO CPEIHETr0 M OMCCEKTPUCH CTPOK.

Ba:kHoil HayuyHOIl 3a/1a4el, peraeMoii B UCCIIeJOBaHUH, SIBJISIETCS pa3padOTKaMeTOI0B OCTpoe-
HUS ¥ MICCJIEIOBAHUS PACCTOSTHHIA Ha CBOOOJHBIX MOHOUIaX, KOTOPBIE CIIOCOOCTBYIOT MOy YeHuI0 d(pek-
TUBHBIX METO/IOB MpeACTaBlIeHUsI MH(pOpMAIK, TPUMEHUMBIX 7151 pelIeHHs 33/1a4 C PACCTOSIHUSIMH.

TeopeTnyeckasi 3HAUUMOCTD OTIPeIEIIAETCS MOTYyYeHUEM HOBBIX PE3yJbTaTOB, KacalOIIUXCs yCTa-
HOBJICHU S YCJIOBHI CYIIIECTBOBAHUSI IIPOIOIKEHUS PACCTOSIHUAIN Ha CBOOOJHBIX MOHOU1aX. PaspaboTanHbie
METO/Ibl TTO3BOJIMJIN MOJOUTH K MpodeMaM, CBA3aHHBIM C MH(OPMAIIMOHHBIMHU TOCJIeI0BATEILHOCTIMH,
C HOBOH TOoukM 3peHus. [IpeasiokeHsl HOBbIE AJITOPUTMBI TOCTPOEHUSI B3BEIIIEHHOTO CPEAHEro U OMCCeK-
TPUCHI CTPOK. YCTAHOBJIEHO, YTO MH(POPMAIIMOHHBINA CETMEHT HE SIBJISIETCSI BBITYKJIbIM.

IIpukaaaHasi HEeHHOCTH PA0OThI 3aKTI0YAETCS B UCTIOIb30BAHUHU TOJIyYEHHBIX TEOPETHUECKUX pe-
3yJbTATOB IIPU UCCJIEAOBAHUY CHMMETPHYHBIX TOTIONIOT Ui Ha (P POBO# MPsIMOi, 00padoTKe N300pakeHHI
Y MIOCTPOEHUH IIEeHTPOU A MHOKECTBA CTPOK.

Peasu3zanusi HayuyHbIX pe3yabTaToB. [lomydyeHHble pe3yabTaThl MOTYT ObITh UCIIOJb30BAHbI B Ha-
YUHBIX MCCJIEIOBAaHUAX, CBSA3AHHBIX C QHAJIM30M JIaHHbIX, U3y4yeHUEeM 3((PEKTUBHOCTU IPEICTABICHUS
nuH(popmanuu, udpoBoit 00padoTKo n300paxkenuit. OHM Takke MOTYT OBITh UCTIONIL30BAHBI TIPH pa3pa-
60TKe (paKyIbTaTUBHOIO Kypca JJisl CTY/IEHTOB YHUBEPCUTETOB, CBSI3aHHOTO C U3yUYEHUEM PAaCCTOSTHUIA Ha

aOCTPaKTHBIX aIre0panyeckux CTPYKTypax.
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BUDANAEYV IVAN

DISTANTE PE MONOIZI LIBERI
SI APLICATIILE LOR IN TEORIA INFORMATIEI

111.03 LOGICA MATEMATICA,
ALGEBRA SI TEORIA NUMERELOR

Rezumatul tezei de doctor in stiinte matematice

Aprobat spre tipar: Formatul hartiei 60x84 1/16
Hartie ofset. Tipar ofset. Tiraj 25 ex.
Coli de tipar: 2 Comanda nr. 1

Chisindu, str. Banulescu Bodoni, 59.
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