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ADNOTARE
Dascalescu Anatoli, "Integrabilitatea sistemelor diferentiale cubice cu drepte si

cubice invariante". Teza de doctor in stiinte matematice. Chisinau, 2019

Structura tezei: teza consta din introducere, patru capitole, concluzii generale si
recomandari, bibliografie din 150 titluri, 135 pagini de text de baza. Rezultatele obtinute
sunt publicate in 15 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: sistem diferential cubic, curba algebrica invarianta, problema centrului,
integrabilitatea Darboux, consecutivitate centrica, problema ciclicitatii.

Domeniul de studiu: teoria calitativa a sistemelor dinamice, integrabilitatea sistemelor
diferentiale polinomiale.

Scopul lucrarii: determinarea conditiilor de existenta a centrului pentru sistemul diferen-
tial cubic cu doua drepte invariante distincte gi o cubica invarianta ireductibila.
Obiectivele cercetarii: determinarea conditiilor de existenta a doua drepte invariante si
a unei cubice invariante ireductibile pentru sistemul cubic cu punct singular de tip centru
sau focar; studierea integrabilitatii sistemelor; rezolvarea problemei centrului si problemei
ciclicitatii in prezenta a doua drepte invariante gi o cubica invarianta ireductibila.
Noutatea si originalitatea gtiintifica: a fost rezolvata problema centrului pentru sistemul
diferential cubic cu doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila; a fost stabilita
ciclicitatea punctului singular de tip centru sau focar; au fost determinate consecutivitatile
centrice. A fost demonstrat ca orice sistem cubic ce are punct singular de tip centru, doua
drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila, este Darboux integrabil sau reversibil.
Problema stiintifica importanta solutionata consta in stabilirea unor relatii eficiente
dintre existenta curbelor algebrice invariante, méarimile focale si integrabilitatea locala, ceea
ce a contribuit la dezvoltarea metodei de integrabilitate Darboux, fapt ce a permis deter-
minarea unor noi seturi de conditii necesare si suficiente de existenta a centrului pentru
sistemele diferentiale cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta.
Semnificatia teoretica a lucrarii: a fost dezvoltata metoda de investigare a problemei
centrului care se bazeaza pe relatiile dintre existenta curbelor algebrice invariante, marimile
focale si integrabilitatea Darboux.

Valoarea aplicativa a lucrarii: pentru sistemele diferentiale cubice au fost obtinute rezul-
tate noi ce tin de problema centrului si ciclicitatii, care reprezinta o etapa importanta in

rezolvarea problemei a 16-a a lui Hilbert despre ciclurile limita.

Implementarea rezultatelor stiintifice: rezultatele obtinute in teza pot fi aplicate in
investigatiile problemei integrabilitatii si a problemei ciclurilor limita pentru sistemele diferen-
tiale polinomiale; pot servi drept suport pentru tezele de master si unele cursuri optionale
universitare tinute studentilor si masteranzilor; pot fi folosite in studiul unor modele matem-

atice ce descriu procese sociale gi naturale.
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ANNOTATION
Dascalescu Anatoli, "Integrability of cubic differential systems with
invariant straight lines and invariant cubics".

Doctoral Thesis in Mathematical Sciences. Chiginau, 2019

Thesis structure: introduction, four chapters, general conclusions and recommendations,
bibliography of 150 titles, 135 pages of main text. The obtained results were published in
15 scientific papers.

Keywords: cubic differential system, invariant algebraic curve, the problem of the center,
Darboux integrability, center sequence, the problem of cyclicity.

Domain of research: qualitative theory of dynamical systems, integrability of polynomial
differential systems.

Aim of the research: to determine the center conditions for the cubic differential system
with two distinct invariant straight lines and one irreducible invariant cubic.

Objectives of the research: to obtain the conditions for the existence of two invariant
straight lines and one irreducible invariant cubic for the cubic differential system with a
singular point of a center or a focus; to study the integrability of the systems; to solve the
problem of the center and the problem of cyclicity for the cubic systems with two invariant
straight lines and one irreducible invariant cubic.

Novelty and scientific originality: the problem of the center, the problem of cyclicity and
the problem of center sequences were solved for cubic differential systems with two invariant
straight lines and one irreducible invariant cubic. It was proved that every cubic differential
system with a center, having two invariant straight lines and one irreducible invariant cubic,
is Darboux integrable or reversible.

The main scientific problem solved consists in establishing of some efficient relations
between invariant algebraic curves, focus quantities and local integrability, which contributed
to the development of the Darboux integrability method. This made possible to obtain new
sets of necessary and sufficient center conditions for cubic differential systems with two
invariant straight lines and one invariant cubic.

The theoretical significance of the work: it was elaborated an efficient method in
solving the problem of center based on relations between the existence of algebraic invariant
curves, focus quantities and Darboux integrability.

The practical value of the work: the results obtained for cubic differential systems
concerning the problem of the center and the problem of cyclicity represent an important
step in solving the 16th Hilbert problem about limit cycles.

Implementation of the scientific results: the obtained results can be applied in in-
vestigations of the problem of integrability and the problem of limit cycles for polynomial
differential systems; can serve as support for Master Thesis and some optional university
courses for students and master students; can be used in the study of mathematical models

which describe some social and natural processes.
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INTRODUCERE

Teza de fati se referd la teoria calitativi a ecuatiilor diferentiale. In lucrare este studiati
integrabilitatea sistemelor cubice de ecuatii diferentiale cu punct singular de tip centru sau
focar ce poseda doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila.

Actualitatea si importanta problemei abordate. Stiinta moderna a aratat ca
studiul fenomenelor din natura implica crearea unor modele matematice care prin formulare
sd cuprinda principalele caracteristici ale fenomenelor. Aceasta a condus la faptul cd modelul
cel mai potrivit pentru fenomenele evolutive poate fi reprezentat printr-un sistem de ecuatii
diferentiale. Astfel, in a doua jumatate a secolului al XIX-lea s-au pus bazele teoriei moderne
a stabilitatii, prin lucrarile matematicianului rus A.M. Liapunov (1857-1918) care, in teza
sa de doctorat (1892), a definit principalele concepte de stabilitate. Rezultate importante
in acest domeniu au mai fost obtinute de H. Poincaré si J. Maxwell in procesul de studiu
a stabilitatii migcarii corpurilor ceregti. Un salt calitativ in teoria ecuatiilor diferentiale a
fost secolul al XX-lea, prin introducerea unor metode noi: metoda gradului topologic, teoria
bifurcatiei [3], etc.

O problema importanta a teoriei calitative a ecuatiilor diferentiale este problema ciclitatis,
numita si problema locala a 16-a a lui Hilbert, care consta in estimarea ciclurilor limita ce
pot apérea la bifurcatii din puncte singulare de tipul centru sau focar. Aceasta problema face
parte din lista problemelor formulate de Hilbert [67] la inceputul secolului al XX-lea si este
parte componenta a problemei a 16-a a lui Hilbert, care nu este rezolvata pana-n prezent. Un
pas semnificativ in rezolvarea problemei ciclitatii il constituie rezolvarea problemei deosebirii
centrului de focar, numita, in continuare, problema centrulus.

Studiul problemei centrului igi are inceputul in lucrarile clasice ale lui Poincaré [90] si Lya-
punov [85], unde a fost ardtat ca prezenta centrului intr-un sistem diferential analitic poate
fi stabilita prin rezolvarea unui sistem infinit de ecuatii polinomiale in raport cu coeficientii
sistemului diferential. Aceste ecuatii polinomiale sunt numite conditii de centru, iar insasi
polinoamele - marimi focale (sau constante Lyapunov).

Tinadnd cont de teorema lui Hilbert despre baza finita, sistemul infinit de ecuatii poli-
nomiale este echivalent cu un sistem finit, adica exista asa un numar finit de marimi focale
astfel incat anularea lor implica anularea tuturor. Prin urmare, conditiile necesare de centru
pot fi gasite prin rezolvarea acestui sistem cu un numar finit de ecuatii polinomiale.

Cu toate ca problema centrului a fost formulata la sfarsitul secolului al XIX-lea, actual-
mente ea este complet rezolvatd doar pentru: sistemele diferentiale patratice (Dulac [54],

Kapteyn [70], Frommer [58], Saharnikov [110], Sibirsky [117,118], Lunkevich si Sibirsky [83],
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Malkin [87], Chengzhi [78], Schlomiuk [112,113], Zoladek [146]); sistemele diferentiale cu-
bice simetrice (Malkin [88|, Lunkevich si Sibirsky [84], Sibirsky [121, 123], Rousseau si
Schlomiuk [101], Zoladek [144]); sistemul diferential Kukles (Kukles [76], Cherkas [16],
Christopher si Lloyd [19], Suba [127], Rousseau si Schlomiuk [102], Sadovskii [104]); sistemul
bidimensional complex quartic Lotka-Volterra (Fercec, Giné, Yirong si Romanovski [10]);
sistemul bidimensional complex quintic Lotka-Volterra (Gine si Romanovski [61]), s.a.

Cercetarea calitativa a sistemelor patratice cu punct singular de tip centru a fost realizata
de Vulpe [141], iar exprimarea prin invarianti algebrici a conditiilor de centru pentru sistemele
cubice simetrice a fost efectuata de Sibirschi [122], Sibirschi gi Vulpe [142].

In caz general, problema centrului pentru sistemele diferentiale cubice ce contin in acelagi
timp omogenitati patratice si omogenitati cubice, nu este complet rezolvata pana-n prezent.
Conditiile necesare si suficiente ca un punct singular cu radéacinile ecuatiei caracteristice pur
imaginare sa fie centru au fost obtinute doar in unele cazuri particulare: pentru sistemele
cubice cu infinitul degenerat (Kompel [71], Suba [128|, Chavarriga si Gine [12]|), pentru
sistemele cubice cu pértile drepte de o forma speciala (Daniliuk si Suba [45,46], Romanovski
si Suba [99], Lloyd, Pearson gi Romanovski [82]), pentru un sistem cubic ce contine noua
parametri gi care poate fi redus prin transforméari la un sistem de tip Liénard (Bondar
si Sadovskii [6], Sadovskii si Shcheglova [107]), pentru sistemele cubice care poseda patru
drepte invariante (Suba si Cozma [26,27]), pentru sistemele cubice ce au trei drepte invariante
(Suba si Cozma [133-135|), pentru sistemele cubice care poseda doud drepte invariante si o
conicd invariantd ireductibila (Cozma [28-31]).

In [2] Baltag a studiat unele sisteme cubice ce au integrald prima de forma F f ! F(;B *=C,
unde Fy si Fg sunt polinoame de gradele patru si sase, respectiv, iar in [149] Zupanovié a
cercetat unele clase de sisteme cubice ce au integrald prima de forma FZFy = C, unde Fy
si F3 sunt polinoame de gradele unu si trei, respectiv. Pentru aceste sisteme au fost gasite
conditiile de existenta a centrului si a fost efectuata cercetarea calitativa pe discul Poincaré.

Pentru unele clase de sisteme diferentiale polinomiale problema centrului a fost studiata
in monografiile matematicienilor Sadovskii [105], Romanovski si Shafer [98], Christopher si
Li [22]|, Cozma [31], Zhang [143|, Popa si Pricop [92]. Rezolvarea problemei generalizate a
centrului (Ciobanu [25]), a fost obtinuta de Popa si Pricop [91].

Problema ciclicitatii punctului singular de tip centru sau focar, pentru unele clase de
sisteme diferentiale cubice, a fost examinata in lucrarile autorilor: Zoladek [144], Bothmer si
Kroker [9], Yu si Han [150], Romanovski gi Shafer [98|, Levandovskyy, Pfister si Romanovski
[77], Gaiko [59], Li, Liu si Yang [79], Fercec si Mahdi [57], s.a.



In lucrarea lui Poincaré [90] se arata, ci daca un sistem diferential, pentru care O(0,0)
este punct singular de tip centru sau focar, are axa de simetrie ce trece prin O(0,0), atunci
0(0,0) este centru. Zotadek [147| a generalizat notiunea de simetrie, numind-o reversibilitate,
si a clasificat sistemele cubice cu centru si cu proprietatea de reversibilitate. El propune
trei mecanisme generale de solutionarea a problemei centrului [148]: 1) cautarea integralei
prime de tipul Darboux; 2) cautarea integralei prime de tipul Darboux—Schwarz—Christoffel;
3) stabilirea reversibilitatii rationale.

Un algoritm de depistare a sistemelor diferentiale polinomiale reversibile a fost propus
de Romanovski [100], iar interdependenta dintre reversibilitate si problema centrului a fost
studiata de catre Teixeira gi Jiazhong [138]. Unele transformari biliniare ce reduc sistemul
dat la un sistem cu axd de simetrie, studiate de Llyod si Pearson [81] i Cozma [32], au
permis obtinerea conditiilor de existenta a centrului pentru unele sisteme cubice.

O metoda eficienta de studiere a problemei centrului pentru sistemele diferentiale poli-
nomiale cu solutii algebrice este metoda Darboux de integrare. In [44] Darboux arati ci
aceasta metoda este aplicabila, daca sistemul poseda un numar suficient de solutii algebrice.

Construirea integralei prime de tip Darboux pentru un sistem diferential polinomial cu
punct singular de tip centru sau focar, din solutiile lui algebrice, asigura existenta centrului
in acest punct. Pentru sistemele diferentiale patratice, Schlomiuk [114| a demonstrat pentru
prima data aplicativitatea metodei Darboux in toate cazurile de existenta a centrului.

Multi matematicieni au folosit cu succes metoda Darboux de integrare la rezolvarea
problemei centrului pentru unele clase de sisteme cubice cu puncte singulare de tip centru si
cu un anumit numér de solutii algebrice: Suba [128] a determinat conditiile de existenta a
centrului pentru un sistem cubic cu infinitul degenerat folosind drepte invariante, iar in [129]
conditiile de centru au fost detereminate pentru un sistem cubic prin folosirea dreptelor
invariante si a factorilor exponentiali; Suba si Cozma au obtinut conditiile de existenta a
centrului pentru sistemele cubice care au patru drepte invariante [26,27] si care au trei drepte
invariante [133-135|; Cozma a determinat conditiile de existenta a centrului pentru sistemele
cubice care au dou drepte invariante si o conica invarianta [28-31|; Hill, Lloyd si Pearson [64]
au obtinut conditiile de existentd a centrului pentru un sistem cubic de tip Kukles folosind
solutii algebrice de gradele unu, doi si trei; Lloyd, Pearson si Romanovski [82] au determinat
conditiile de centru pentru un sistem cubic prin folosirea dreptelor invariante.

Problema integrabilitatii sistemelor diferentiale polinomiale cu puncte singulare de tip
centru gi cu un anumit numar de solutii algebrice a fost examinata in lucrarile: Suba [130],

Kooij si Christopher [75]|, Chavarriga, Giacomini, Giné [13|, Christopher, Llibre, Pantazi
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si Zhang [24], Fer¢ec, Giné gi Romanovski [10], Giné si Romanovski [61], Cao, Llibre si
Zhang [11], Dukaric si Giné [53].

O noua abordare a problemei centrului pentru sistemele diferentiale polinomiale a fost
realizatd in lucrarile Suba gi Cozma [26,33,130], prin luarea in considerare, concomitent, a
curbelor algebrice invariante, marimilor Lyapunov si a integrabilitatii Darboux.
A fost propusa o directie noud de cercetare a problemei centrului pentru sistemele diferentiale
polinomiale si anume, problema determinarii consecutivitatilor centrice: pentru fiecare numar
natural dat n, n > 3, sa se determine toate consecutivitatile centrice ale sistemelor diferentiale
polinomiale de gradul n ce au puncte singulare de tip centru sau focar.

In lucrarea [33] Cozma a rezolvat problema consecutivitatilor centrice pentru sistemele
diferentiale cubice in cazurile cadnd sistemul are: patru drepte invariante; trei drepte invari-
ante; doua drepte invariante si o conica invarianta ireductibila.

In teza de fatd sunt prezentate rezultatele studiului problemei centrului pentru sistemul
diferential cubic cu punct singular de tip centru sau focar ce poseda doua drepte invariante
de forma [y =1+ a1z + by = 0, s = 1 + asx + byy = 0 si o cubica invarianta ireductibila
de forma ® = 22 + y? + azr® + anx®y + apxy® + agsy® = 0. La rezolvarea problemei
centrului sunt dezvoltate doua mecanisme de baza: metoda de integrabilitate Darboux si
metoda reversibilitatii. In lucrare sunt formulate urmitoarele doud probleme fundamentale:

Problema 1. Sa se determine condifiile de existentd a doud drepte invariante distincte
st a unei cubice invariante ireductibile pentru sistemele diferentiale cubice.

Problema 2. Sa se determine toate consecutivitatile centrice pentru sistemele diferentiale
cubice ce poseda doua drepte invariante si o cubica invariantd ireductibila.

Problemele 1 si 2 sunt solutionate in Capitolele 2, 3 si 4.

Scopul lucrarii: determinarea conditiilor de existenta a centrului pentru sistemul diferen-
tial cubic cu doua drepte invariante distincte gi o cubica invarianta ireductibila.

Obiectivele cercetarii:

— determinarea conditiilor de existenta a doua drepte invariante gi a unei cubice
invariante pentru sistemul diferential cubic cu punct singular de tip centru sau focar;

— studierea integrabilitatii sistemelor diferentiale cubice in prezenta a doua drepte invari-
ante si a unei cubice invariante;

— rezolvarea problemei centrului pentru sistemele diferentiale cubice cu doua drepte
invariante distincte si o cubica invarianta ireductibila;

— stabilirea ciclicitatii punctului singular de tip centru sau focar in sistemele diferentiale

cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta.
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Ipoteza cercetarii. Solutionarea problemei centrului pentru sistemul diferential cubic,
cu doua drepte invariante si o cubica invarianta, va fi realizata daca: vor fi stabilite relatii
eficiente dintre existenta curbelor algebrice invariante, marimile focale gi integrabilitatea lo-
cala; va fi dezvoltata metoda de integrabilitate Darboux; vor fi determinate consecutivitatile
centrice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta.

Obiectivele formulate au contribuit la fundamentarea conceptelor stiintifice. In premiers,
pentru sistemele diferentiale cubice sunt determinate noi seturi de conditii necesare gi sufi-
ciente de existenta a centrului, care reprezinta o etapa importanta in rezolvarea problemei a
16-a a lui Hilbert despre ciclurile limita.

Metodologia cercetarii stiintifice. Cercetarile gtiintifice realizate in teza sunt bazate
pe metodele teoriei calitative a sistemelor dinamice, metodele algebrice de calcul computa-
tional, metodele de parametrizare a curbelor algebrice. Problema centrului pentru sistemele
diferentiale cubice ce poseda curbe algebrice invariante este cercetata prin folosirea metodei
de integrabilitate Darboux si a reversibilitatii sistemului diferential.

Noutatea si originalitatea stiintifica. A fost rezolvatd problema centrului pentru
sistemul diferential cubic cu punct singular de tip centru sau focar, care poseda doua drepte
invariante [; = 0, [ = 0 si o cubica invarianta ireductibila ® = 0. Astfel:

— au fost obtinute conditii noi de existenta a centrului pentru sistemul diferential cubic
cu doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila;

— a fost demonstrata integrabilitatea Darboux a sistemului diferential cubic cu punct
singular de tip centru in cazurile cand solutiile algebrice formeaza un fascicol de curbe sau
ele se afld in pozitia generica;

— au fost determinate consecutivitatile centrice pentru sistemele diferentiale cubice cu
doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila;

— au fost obtinute rezultate noi in problema ciclicitatii pentru sistemele diferentiale cubice
cu doud drepte invariante gi o cubica invarianta ireductibila.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in stabilirea unor relatii eficiente
dintre existenta curbelor algebrice invariante, marimile focale si integrabilitatea locala, ceea
ce a contribuit la dezvoltarea metodei de integrabilitate Darboux, fapt ce a permis deter-
minarea unor noi seturi de conditii necesare si suficiente de existenta a centrului pentru
sistemele diferentiale cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta.

Semnificatia teoretica a lucrarii: a fost dezvoltata metoda de investigare a problemei
centrului care se bazeaza pe relatiile dintre existenta curbelor algebrice invariante, marimile

focale si integrabilitatea Darboux.
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Valoarea aplicativa a lucrarii: pentru sistemele diferentiale cubice au fost obtinute
rezultate noi ce tin de problema centrului si ciclicitatii, care reprezinta o etapa importanta
in rezolvarea problemei a 16-a a lui Hilbert despre ciclurile limita.

Rezultatele stiintifice principale inaintate spre sustinere:

— conditiile de existenta a doua drepte invariante si a unei cubice invariante ireductibile
pentru sistemul diferential cubic cu punct singular de tip centru sau focar;

— consecutivitatile centrice pentru sistemele diferentiale cubice cu doua drepte invariante
lh=14+ax+biy =0, =1+ ax + by = 0 distincte si o cubica invarianta ireductibila
P = 2?4y +agr’ +ao w y+arpry®+aosy® = 0: (L]|lo, &3 N =2); (I, Iy, I J lo, @5 N = 3);

— conditiile necesare si suficiente de existenta a centrului pentru sistemele diferentiale
cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta;

— demonstratia integrabilitatii Darboux sau a reversibilitatii sistemelor cubice cu singu-
laritati de tip centru in cazul a doua drepte invariante si a unei cubice invariante.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute in teza:

— pot fi aplicate in investigatiile problemei integrabilitatii si a problemei ciclurilor limita
pentru sistemele diferentiale polinomiale;

— pot fi folosite in studiul unor modele matematice ce descriu procese naturale si sociale:
dinamica populatiilor, epidemiologie, ecologie, imunologie, fizica plasmei, fizica laserului,
retelele neuronale s.a.;

— pot servi drept suport pentru tezele de master si unele cursuri optionale universitare
tinute studentilor si masteranzilor la facultatile cu profil real sau tehnic.

Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele stiintifice expuse in teza au fost
examinate si aprobate la seminarele stiintifice: "Ecuatii Diferentiale si Algebre" din cadrul
Universitatii de Stat din Tiraspol (13 decembrie 2016, 5 aprilie 2017, 29 ianuarie 2019),
Chiginau; "Ecuatii Diferentiale" din cadrul Facultatii Matematica si Mecanica, Universi-
tatea de Stat din Belarus, Minsk, 17 ianuarie, 2016.

Rezultatele gtiintifice au fost prezentate in sectiile conferintelor stiintifice:

— International Conference "Mathematics and Information Technologies: Research and
Education", June 24-26, 2019, Chisinau.

— International Conference on Mathematics, Informatics and Information Technologies
dedicated to the illustrious scientist Valentin Belousov, April 19 — 21, 2018, Balti;

— International Conference "Modern problems of mathematics and its applications in

natural sciences and information technologies", September 17-19, 2018, Chernivtsi, Ukraine.
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— The 26th Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM 2018), Chisinau,
Tehnical University of Moldova, September 20 — 23, 2018.

— The Fourth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova, Chisinau,
June 28 — July 2, 2017.

— The 25th Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM 2017), lasi, Roménia,
September 14 — 17, 2017.

— Conferinta Stiintifica Internationala a Doctoranzilor "Tendinte contemporane ale dez-
voltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori", 15 iunie, 2017, Chisinau;

— International Conference "Mathematics & Information Technologies: Research and
Education", June 23-26, 2016 Chisinau;

— Conferinta Stiintifica Internationalda a Doctoranzilor "Tendinte contemporane ale dez-
voltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori", 25 mai, 2016, Chisinau.

— Sesiunea nationald de comunicari stiintifice a studentilor, Universitatea de Stat din
Moldova, 21-22 aprilie, 2016, Chiginau;

Publicatiile la tema tezei. Rezultatele de baza ale cercetarilor au fost publicate in
15 lucrari, 4 articole gtiintifice recenzate gi publicate in 3 tari (Moldova, Roménia, Ucraina), 3
articole in culegeri de articole recenzate, 8 comunicari gi rezumate ale conferintelor internationale;
6 lucrari sunt publicate fara coautori (inclusiv 4 articole).

Volumul si structura tezei. Teza este scrisa in limba roméana si consta din: introdu-
cere, 4 capitole, concluzii generale gi recomandari, bibliografie (150 titluri), 135 pagini text
de baza, adnotarea in limbile roméana, rusa si engleza.

Cuvinte-cheie: sistem diferential cubic, curba algebrica invarianta, problema centrului,
integrabilitatea Darboux, consecutivitate centrica, problema ciclicitatii.

Domeniul de studiu: teoria calitativa a sistemelor dinamice, integrabilitatea sistemelor

diferentiale polinomiale.

Sumarul capitolelor tezei:

In Introducere este prezentatd actualitatea si importanta cercetirilor efectuate, moti-
vatia cercetarilor intreprinse, scopul si obiectivele tezei, noutatea si originalitatea stiintifica,
problemele stiintifice solutionate, semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii, rezul-

tatele inaintate spre sustinere, precum si aprobarea lor.

In Capitolul 1, Problema centrului si a integrabilititii sistemelor diferentiale
polinomiale, format din 6 sectiuni, sunt enuntate rezultatele clasice gi recente ce tin de

domeniul de cercetare, scopul si obiectivele tezei. Acestea se referd la problema centrului
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pentru sistemele diferentiale polinomiale, problema de integrabilitate a sistemelor diferentiale
polinomiale cu solutii algebrice gi problema locala a 16-a a lui Hilbert. Sunt descrise doua
mecanisme principale folosite la rezolvarea problemei centrului: metoda de integrabilitate
Darboux si metoda reversibilitatii. In lucrarea de fatd, pentru sistemele diferentiale cubice
cu punct singular de tip centru sau focar si care au solutii algebrice sunt formulate doua

probleme fundamentale de a fi rezolvate.

In capitolul 2, Sisteme cubice cu doui drepte invariante paralele si o cubici in-
varianta, format din 4 sectiuni, se studiaza problema centrului pentru sistemele diferentiale
cubice cu doua drepte invariante paralele distincte si o cubica invarianta ireductibila. Se
demonstreaza ca punctul singular de tip centru sau focar este centru daca si numai daca
primele doua marimi Lyapunov se anuleaza. Se arta ca sistemele diferentiale cubice, cu
punct singular de tip centru, care poseda doua drepte invariante paralele si o cubica invari-

anta ireductibila sau sunt Darboux integrabile, sau sunt reversibile.

In capitolul 3, Sisteme cubice cu un fascicol format din dous drepte invari-
ante si o cubica invarianta, format din 5 sectiuni, se studiaza problema centrului pentru
sistemele diferentiale cubice cu un fascicol format din doua drepte invariante si o cubica
invarianta ireductibila. Se demonstreaza ca punctul singular de tip centru sau focar este
centru daca si numai daca primele trei marimi Lyapunov se anuleaza. Se arta ca sistemele
diferentiale cubice, cu punct singular de tip centru, care poseda un fascicol format din doua

drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila sunt Darboux integrabile.

In capitolul 4, Sisteme cubice cu doui drepte invariante si o cubici invarianti
de pozitie generica, format din 8 sectiuni, se studiaza problema centrului pentru sistemele
diferentiale cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibild de pozitie
generica. Se demonstreaza ca punctul singular de tip centru sau focar este centru daca si
numai daca primele trei marimi Lyapunov se anuleazd. Se arata ca sistemele diferentiale
cubice, cu punct singular de tip centru, care poseda doua drepte invariante si o cubica
invarianta ireductibila de pozitie generica sunt Darboux integrabile.

La sfarsitul tezei sunt expuse concluziile corespunzatoare rezultatelor obtinute si reco-

mandari.
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1. PROBLEMA CENTRULUI SI A INTEGRABILITATII
SISTEMELOR DIFERENTIALE POLINOMIALE

1.1. Problema centrului si focarului

Teoria calitativa a sistemelor autonome de ecuatii diferentiale isi are aparitia la sfargitul
secolului al XIX-lea si inceputul secolului XX, cand a devenit clar ca clasa sistemelor diferen-
tiale, integrabile in functii elementare, este destul de ingustd. In lucrarile lui Poincare [90] si
Lyapunov [85] a fost lansata ideea de a cerceta comportarea traiectoriilor sistemelor au-
tonome fara a recurge la integrarea lor. Aceasta idee s-a dovedit a fi destul de efectiva la
studierea sistemelor autonome in plan

@ =Y (z,y), (1.1)

dx
=X
(z,y), =

i
cu functiile X (z,y) si Y (z,y) analitice.

Topologic, sistemul (1.1) poate avea trei feluri de traiectorii: traiectorii de tip punct, nu-
mite puncte singulare (puncte de echilibru); traiectorii inchise si traiectorii drepte. Cunoaste-
rea traiectoriilor puncte si a celor inchise permit sa fie construit tabloul de faza al comportarii
tuturor traiectoriilor sistemului. Dintre traiectoriile de tip punct nu sunt complet studiate
doar punctele singulare ale caror radacini ale ecuatiei caracteristice sunt pur imaginare, iar
in cazul traiectoriilor inchise ramén a fi studiate traiectoriile inchise si izolate, numite cicluri
limita.

In prezent, o atentie sporitda li se acords sistemelor diferentiale polinomiale, cauzata
de numeroasele aplicatii in modelarea matematica din diverse discipline fundamentale si
aplicative, studiului carora le sunt dedicate un numar impunator de lucrari stiintifice.

Printr-un sistem diferential polinomial vom intelege un sistem bidimensional de ecuatii

diferentiale de forma

=Py, P =Qly). (1.2
unde variabila independenta ¢ (timpul) i variabilele dependente x §i y se considera reale,
iar P(x,y) si Q(z,y) reprezinta nigte elemente din inelul polinoamelor asupra campului de
numere reale, adica P, @ € R[z,y]. Cu n = max{deg P, deg Q} vom nota gradul sistemului
polinomial (1.2) si vom presupune cd polinoamele P(z,y) si Q(x,y) sunt relativ prime in

Rlz,y]. Dacad n = 2, atunci sistemul (1.2) se numegte sistem diferential patratic, iar daca

n = 3 — sistem diferential cubic.
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Fie M (xo, yo) un punct singular al sistemului (1.2), adica P(zo,yo) = Q(z0,%0) = 0. Fara
a restrange generalitatea putem considera ca punctul singular (z¢,yo) coincide cu originea
sistemului de coordonate, adica xy = yo = 0. S& consideram liniarizarea sistemului (1.2) in
0(0,0)

dx d
E d_:lyf = ble -+ b(ny. (13)

Una dintre cele mai importante probleme care nu este rezolvata pana-n prezent pentru

= 10T + ao1Y,

sistemele diferentiale polinomiale este: in care condifii sistemul initial (1.2) si sistemul
liniarizat (1.3) au aceeasi comportare calitativa si structurd topologica in vecindtatea pun-
ctului singular O(0,0)?

Problema data a fost solutionata cu exceptia cazului cdnd punctul singular este de tip

centru sau focar. Daca pentru sistemul liniarizat (1.3) radacinile ecuatiei caracteristice
A — (a0 + bo1) A + a1obor — broaps =0

au partile reale nenule (Re); # 0,7 = 1,2), atunci punctul singular O(0,0) este de tip
hiperbolic, iar portretele de faza locale ale sistemului (1.2) si ale sistemului liniarizat (1.3)
sunt topologic aceleasi.

Situatia este de altd naturda cand radacinile ecuatiei caracteristice sunt pur imaginare
Ao =+£8i, B#0, > =—1. In acest caz, punctul singular 0(0,0) este de tip centru pentru
sistemul liniarizat (1.3) si de tip centru sau focar pentru sistemul neliniar (1.2). Printr-o
transformare liniard a necunoscutelor gi schimbarea timpului, sistemul (1.2) poate fi scris
sub forma

F=y+ Y pi(r,y) =Play), 4=—v-> glxy) =Qz,y), (1.4)
j=2 =2
unde p;(z,y) si g;(x,y) sunt polinoame omogene de gradul j.

Pentru punctul singular O(0, 0) al sistemului (1.4) avem \; 5 = +i, i* = —1. Prin urmare,
el este ori de tip centru, ori de tip focar. Punctul singular O(0,0) al sistemului diferential
(1.4) se numeste focar, dacd intr-o vecinatate a lui toate traiectoriile sunt spirale si se
numeste centru, daca toate traiectoriile sunt inchise.

Unii autori numesc punctul singular pentru care Re\; = 0, ImA; # 0 focar fin sau focar
slab sau punct singular monodromic (Schlomiuk [114], Christopher si Li [22]).

Problema centrului. Sa se determine conditiile necesare si suficiente asupra polinoamelor
P(z,y) si Q(z,y) astfel ca punctul singular ce are radacinile ecuatiei caracteristice pur imagi-

nare si fie pentru sistemul (1.2) de tip centru.
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Pe parcursul anilor au fost dezvoltate mai multe metode ce permit determinarea conditiilor
de centru. Astfel, Poincaré [90] gi Lyapunov [85] au demonstart ca punctul singular O(0,0)
este centru pentru sistemul (1.4) daca si numai daca sistemul poseda intr-o vecinitate oare-
care a lui O(0,0) o integrala prima analiticd de forma F(z,y) = C. La fel, este cunoscut
(Amel’kin si altii [1]) c& O(0,0) este centru pentru sistemul (1.4) daca si numai daca sistemul

dat are intr-o vecindtate a punctului O(0,0) un factor integrant analitic de forma

plr,y) =14 557 (e, y),
unde g sunt polinoame omogene de gradul k.
Desi problema centrului a fost formulata la sfarsitul secolului al XIX-lea, ea este complet
rezolvata doar pentru:

— sistemele patratice

x:y+p2(x7y)7 y:_x+q2(x7y)7

prin contributia lui Dulac [54], Kapteyn [70], Frommer [58|, Saharnikov [110], Sibirschi
[117,118], Lunkevich si Sibirschy [83], Malkin [87], Chengzhi [78|, Schlomiuk [112,113],
Zoladek [146];

— sistemele cubice simetrice

T=y+ps(r,y), y=-—v+q(z,y)),

prin contributia lui Malkin [88], Lunkevich si Sibirschy [84], Rousseau si Schlomiuk [101],
Zoladek [144];
— sistemul Kukles
=y, §=—r+qy)+ae(y),
prin contributia lui Kukles [76], Cherkas [16], Christopher i Lloyd [19], Suba [127], Rousseau
si Schlomiuk [102], Sadovskii [104].

Pentru sistemul cubic de ecuatii diferentiale de forma

T =y+px,y) +p3(x,y), ¥=—2+q(r,y)+ ey, (1.5)

problema centrului nu este complet rezolvata pana-n prezent. Conditiile necesare si suficiente
ca punctul singular O(0,0) sa fie centru pentru sistemul (1.5) au fost obtinute doar in unele
cazuri particulare: pentru sistemele cubice cu infinitul degenerat (Kompel [71], Suba [128],
Chavarriga si Gine [12]), pentru sistemele cubice cu pértile drepte de o forma speciala (Danil-

iuk si Juba [45,46], Romanovski si Suba [99], Lloyd, Pearson i Romanovski [82]), pentru un
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sistem cubic ce contine noua parametri si care poate fi redus prin transformari la un sistem
de tip Liénard (Bondar si Sadovskii [6], Sadovskii si Shcheglova [107]), pentru sistemele cu-
bice care poseda patru drepte invariante (Subéa gi Cozma [26,27]), pentru sistemele cubice
ce au trei drepte invariante (Suba si Cozma [133-135]), pentru sistemele cubice care poseda
doud drepte invariante si o conicd invarianta ireductibila (Cozma [28-31]).

In [2] Baltag a studiat unele clase de sisteme cubice ce au integrald prima de forma
Ff 1Ff > = (', unde F} si Fg sunt polinoame de gradele patru si sase, respectiv. Pentru
aceste sisteme au fost gasite conditiile de centru si a fost efectuata cercetarea calitativa pe
discul Poincaré. In [149] Zupanovi¢ a cercetat calitativ unele clase de sisteme cubice (1.5)
cu punct singular de tip centru care au integrald prima de forma F2Fy = C, unde Fy si F3
sunt polinoame de gradele unu gi trei, respectiv.

Conditii de existenta a centrului au fost determinate pentru unele clase de sisteme cubice
ce posedd solutii algebrice in lucrarile Hill, Lloyd si Pearson [64], Sang si Niu [111].

Problema centrului a fost studiata pentru unele clase de sisteme diferentiale polinomiale
in monografiile matematicienilor Sadovskii [105], Romanovski si Shafer [98]|, Christopher si
Li [22]|, Cozma [31], Zhang [143|, Popa si Pricop [92]. Rezolvarea problemei generalizate a
centrului (Ciobanu [25]), a fost efectuata de Popa si Pricop [91].

Problema ciclicitatii punctului singular de tip centru sau focar, pentru unele clase de
sisteme diferentiale cubice, a fost examinatd in lucrarile: Zoladek [144], Bothmer si Kroker
[9], Yu si Han [150], Romanovski gi Shafer [98|, Levandovskyy, Pfister si Romanovski [77],
Li, Liu si Yang [79], Fercec si Mahdi [57], s.a.

In teza de fatd, pentru sistemele diferentiale cubice (1.5) cu doua drepte invariante si
o cubica invarianta ireductibila, sunt determinate conditiile asupra coeficientilor sistemului
ce asigura existenta centrului in punctul singular O(0,0). In Capitolul 2 sunt determinate
conditiile de existentd a centrului pentru sistemul (1.5) cu doud drepte invariante paralele
si o cubica invarianta ireductibila, in Capitolul 3 — cu un fascicol format din doua drepte
invariante si o cubica invarianta ireductibila, iar in Capitolul 4 — cu doua drepte invariante

si o cubica invarianta ireductibila de pozitie generica.
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1.2. Sisteme diferentiale polinomiale cu solutii algebrice

Fie sistemul diferential polinomial (1.2). Una dintre cele mai evidente intrebari este daca
solutiile sistemului sunt algebrice, adica daca traiectoriile lui pot fi descrise printr-o formula
algebrica, spre exemplu, de forma ®(x,y) = 0, unde ® este un polinom in variabilele reale

si y cu coeficientii reali.

Definitia 1.1. Curba algebrica ®(z,y) = 0 in C?, unde ® € Clz,y|, se numeste curbd
algebrica invarianta a sistemului polinomial (1.2), daca existd un asa polinom K(x,y) €
Clz,y] incat in variabilele x siy are loc identitatea

0o 0o

—P(e.y) + a—yQ(fE,y) = O(z,y)K(z,y). (1.6)

Polinomul K (x,y) se numeste cofactorul curbei algebrice invariante ®(x,y) = 0.

Mentiondm, ca pentru o curba algebricd ®(z,y) = 0 a sistemului (1.2) de gradul n > 2

avem deg Ko < n — 1.

Definitia 1.2. Curba algebrica invarianta ®(x,y) = 0 se numeste solufie algebrica a sis-

temului (1.2), daca ®(x,y) reprezintd un polinom ireductibil in Clz,y].

Urmatorea teorema (Christopher i Llibre [21]|) ne permite ca in studiul sistemelor poli-

nomiale (1.2) s& fie considerate doar curbele algebrice invariante ireductibile in C[z, y].

Teorema 1.1. Fie ® un polinom din Clz,y] si fie & = f{" f3*--- fi factorizarea lui in

factori ireductibili in Clx,y]. Atunci, curba algebrica ® = 0 este invariantd pentru sistemul
(1.2) cu cofactorul Ky dacd si numai dacd fiecare dintre polinoamele fr = 0,k = 1,7 au
aceasta proprietate. Mai mult ca atdt, intre cofactorul Kg al curbei ®(x,y) = 0 si cofactorii

Ky, k=1,r, ai curbelor fy(z,y) =0 are loc relatia Ko =n1 Ky, +noKy, -+ +n,. Ky, .

Pentru sistemele diferentiale polinomiale reale o curba algebricd complexa poate fi in-

varianta doar atunci cand si conjugata ei este o curba invariantd (Christopher si Llibre [21]).

Teorema 1.2. O curba algebrica complexa ®(x,y) = 0 este curba invariantd pentru sistemul
diferential polinomial real (1.2) daca $i numai dacd si conjugata ei ®(x,y) = 0 este curba

invariantda. Daca curbele conjugate ®(x,y) = 0 si ®(z,y) = 0 sunt invariante, atunci gi

cofactorii lor K¢ s1 Kg sunt, la fel, reciproc conjugat.

In cazul sistemelor diferentiale polinomiale (1.4) cu puncte singulare de tip centru sau

focar formele curbelor algebrice invariante au fost determinate in lucrarea Cozma [31].
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Teorema 1.3. Orice curba algebricd invariantd reald a sistemului (1.4) poate avea doar una

dintre urmatoarele doua forme:

a+f1(35,y)+f2(1',y)+---+fm(:v,y)20, O‘7é07 (17)

sau

O‘(x2+y2)r+f2r+1($7y)+"'+fm(x7y)207 O‘?AO? TZ 1’ (18)

unde fr(z,y) sunt polinoame omogene de gradul k. Cofactorii acestor curbe algebrice invari-

ante nu confin terment constanti.

Teorema 1.4. Orice curba algebrica invarianta complexd a sistemului (1.4) poate avea doar

una dintre urmdatoarele trei forme:
a+ filz,y) + folz,y) + - + fl2,y) =0, a #0;
alx+iy)" + forr1(z,y) + -+ fu(z,y) =0, a#0, r>1;
alx —iy)" + fom(z,y)+ -+ fulz,y) =0, a#0,r>1.

Conform Teoremelor 1.3 si 1.4, aplicate asupra curbelor algebrice de gradul intai, doi si
trei, vom obtine ca:

— o dreaptd invariantd a sistemului (1.4) poate avea doar una dintre urméatoarele forme
1+ Az+By=0, A BeC, (A B)+#(0,0) (1.9)

Sau

r—iy=0 ov+iy=0,1i=—1; (1.10)
— 0 conicd invarianta ireductibild a sistemului (1.4) poate avea forma
(g0’ + anwy + aezy® + a0z + ay +1 =0, (1.11)
unde (ago, a1, an2) # 0, aso, a1, Aoz, 1o, dor € C;

— 0 cubica invarianta ireductibila a sistemului (1.4) poate avea doar una dintre urmatoarele

forme
azo® + a1’y + a197y* + aozy® + ager® + anry + agey® + aor + agy +1 =10 (1.12)

Sau

asox® + a1y + apxy® + agsy® + 22 +y* =0, (1.13)
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unde (asg, 21, @12, ap3) # 0, a;; € C.

Determinarea conditiilor de existenta a unor curbe algebrice invariante pentru sistemele
diferentiale polinomiale de un anumit grad este o problema destul de dificila, deoarece re-
zolvarea ei este insotiti de calcule voluminoase. In unele cazuri, aceasti problemi poate fi de
nerezolvat fiindca nu sunt cunoscute metode ce ar furniza informatii despre gradele curbelor.

Urmatoarele probleme se refera la sistemele diferentiale polinomiale de grad mai mare
ca unu si care au un numdr finit de curbe algebrice invariante (Swirszcz [137], Goriely [66],
Prelle si Singer [96]).

Problema deschisa 1. Pentru clasa sistemelor diferentiale polinomiale de gradul n sa se
determine o asa marime a(n) care ar margini uniform de sus numarul de curbe algebrice

mvariante si ireductibile ale fiecaruia dintre aceste sisteme.

Problema deschisa 2. Pentru fiecare sistem diferential polinomial sa se determine marginea

superioarda a gradelor solutiilor algebrice ale lui.

Pe parcursul anilor o atentie sporita a fost acordata sistemelor diferentiale polinomiale ce
poseda curbe algebrice invariante, studiului carora le sunt dedicate un numar mare de lucrari
stiintifice. Dreptele invariante au fost folosite la cercetarea sistemelor patratice in lucrarile:
Bautin [4], Drujkova [55|, Sibirschi [124], Popa si Sibirschi [93, 94|, Schlomiuk [112,113],
Schlomiuk gi Vulpe [115,116]; iar la cercetarea sistemelor cubice in lucrarile Ljubimova
[80], Kooij [72, 73], Suba si Cozma [26,27,32,133-135|, Sadovskii [108], Lloyd, Pearson si
Romanovski [82], Rousseau i Schlomiuk [101], Putuntica [95], Ushkho [139], Repesco [97],
Subd, Repesgco si Putuntica [136], Bujac [7], Bujac, Llibre si Vulpe [8], Vacarag [140].

Conicele invariante au fost considerate la cercetarea sistemelor patratice si sistemelor cu-
bice in lucrarile autorilor: Cherkas [17], Schlomiuk [114], Christopher [23], Oliveira, Rezende,
Schlomiuk si Vulpe [89], Sdez si Szanto [109], Cozma [28-31|, Giné, Llibre si Vallas [63].

Cubicele invariante au fost utilizate la cercetarea sistemelor patratice si sistemelor cubice
in lucririle autorilor: Evdokimenko [56], Cherkas [17], Zupanovi¢ [149], Garcia [60], Cozma
si Dascalescu [35,41], Dascalescu [50,51].

In lucrarea de fatd, pentru sistemele diferentiale cubice (1.5), sunt stabilite conditiile
asupra coeficientilor sistemului ce asigura existenta a doua drepte invariante distincte de

forma (1.9) si a unei cubice invariante ireductibile de forma (1.13).
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1.3. Integrabilitate Darboux si reversibilitate

Studierea problemei centrului pentru sistemele diferentiale polinomiale tine de metodele
clasice cunoscute gi de metodele elaborate in ultimii ani. In [148] Zoladek a propus trei
mecanisme generale de solutionare a problemei centrului: construirea integralei prime de
tipul Darboux sau cautarea integralei prime de tipul Darboux—Schwarz-Christoffel sau re-
versibilitatea rationala. FEl afirma ca aceste mecanisme sunt suficiente pentru rezolvarea
completa a problemei centrului.

In teza de fatd, in studiul problemei centrului pentru sistemele diferentiale polinomiale
ce poseda curbe algebrice invariante, sunt dezvoltate doua mecanisme de baza: metoda de
integrabilitate Darboux si metoda reversibilitatii.

Problema centrului se considera rezolvata daca sistemul diferential poate fi integrat.

Definitia 1.3. Sistemul polinomial (1.4) se numeste integrabil pe domeniul D C R? dacd
existd o functie analitica diferita de o constanta F : D — R numitd integrala prima a
sistemului (1.4) pe D, care este constantda pentru toate valorile lui t, pentru care solutia

(x(t),y(t)) este definita gi se contine in D.

Ne va interesa doar integrabilitatea algebrica a sistemelor examinate, numita integrabili-
tatea Darbouz. Ea constd in construirea integralei prime (factorului integrant) a sistemului
diferential polinomial sub o anumita forma, folosind curbele algebrice invariante ale sistemu-
lui. Pentru un sistem diferential polinomial cu punct singular de tip centru sau focar, con-
struirea integralei prime de tip Darboux din solutiile lui algebrice asigura existenta centrului

in acest punct (Amel’kin, Lukashevich gi Sadovskii [1]; Romanovski si Shafer [98]).

Definitia 1.4. Vom numi factor integrant al sistemului (1.4) pe careva domeniv D din R?

o functie continuu difirentiabila pe D, diferita de zero, care realizeaza identitatea

0 0 oP 0
P(x,y)-a—“+Q(x7y>-a—’;+u(%+a—§) =0,

X

(1.14)

Urmatoarea teorema reprezinta conditia de existenta a integralei prime.

Teorema 1.5. Pentru ca relatia F(x,y) = C sa fie integrald prima a sistemului (1.4) pe

domeniul D este necesar si suficient ca ¥(x,y) € D sa se verifice indentitatea

OF
dy

P(z,y) - or +Q(z,y) - 0. (1.15)

ox
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Vom considera integrala prima (factorul integrant) a sistemului (1.4) formata din curbe

algebrice invariante.

Definitia 1.5. Fie ®; = 0,...,P, = 0 curbe algebrice invariante ale sistemului (1.4) din

Clz,y]. Integrala prima (factorul integrant) de forma

PUPS? ... P =C (1.16)
(u = QP2 ... <I>3“Y) , (1.17)
unde o, j = 1,...,q sunt numere complexe, nu toate zero, se numeste integralda prima

(factor integrant) Darbouz.

Daca expresia (1.16) este integrald prima sau expresia (1.17) este factor integrant pentru
sistemul (1.4), atunci, in mod necesar, curbele algebrice ®;(x,y) = 0 sunt curbe algebrice
invariante ale sistemului (1.4) (Schlomiuk [113]).

Metoda de integrare a sistemelor diferentiale polinomiale prin folosirea curbelor algebrice
invariante a fost elaborata de citre Darboux [44]. Anume el a propus, pentru prima data,
ca integrala prima (factorul integrant) a sistemelor diferentiale ce poseda curbe algebrice
invariante sa fie construita sub forma (1.16) ((1.17)).

Sistemul diferential (1.4) poseda integrala prima de forma (1.16) sau factor integrant de

forma (1.17) daca se realizeazd urméatoarea afirmatie.

Teorema 1.6. Pentru ca sistemul diferential (1.2) sa posede integrala prima Darbouz (1.16)

(factor integrant Darbouz (1.17)) este necesar si suficient sa existe asa constante «;,j =

1,...,q, nu toate identic egale cu zero, incdt sa se indeplineasca indentitatea
a1 Ky (z,y) + a1 Ky (z,y) + ...+ oKy (x,y) =0 (1.18)
q
O(P(z,y)  O(Qz,y) _
(; aj - Ki(z,y) + e + o =) (1.19)

Daca sistemul diferential (1.4) are integrala prima de forma (1.16) sau factor integrant
de forma (1.17), unde ®;(z,y) = 0 sunt curbe algebrice invariante ale sistemului, atunci vom

spune ca sistemul dat este Darboux integrabil.

Problema deschisa 3. Pentru sistemele diferentiale polinomiale de gradul n sa se de-
termine relatiile dintre gradele curbelor algebrice invariante, numarul lor, existenta si tipul

integralelor prime.

Un raspuns partial la aceasta problema a fost dat de Darboux:
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Teorema 1.7. Fie ca sistemul diferential (1.2) are cel pufin q curbe algebrice invariante
ireductibile ®; =0, j=1,...,q. Dacd q > %n(n + 1), atunci (1.2) este Darboux integrabil,

adica sistemul poseda integrala prima sau factor integrant de tip Darboux.

Teorema Darboux, expusa mai sus, se refera la intreaga clasa de sisteme diferentiale
polinomiale de gradul n. Se impune problema, daca in anumite subclase ale acestor sisteme
numéarul Darboux %n(n + 1), suficient pentru integrabilitate, ar putea fi micsorat.

Pentru sistemele diferentiale patratice, Schlomiuk [114] a demonstrat pentru prima data
aplicativitatea metodei Darboux in toate cazurile de existenta a centrului.

Multi matematicieni au folosit cu succes metoda Darboux de integrare la rezolvarea
problemei centrului pentru unele clase de sisteme cubice cu puncte singulare de tip centru si
cu un anumit numar de solutii algebrice: Suba [128] a determinat conditiile de existenta a
centrului pentru un sistem cubic cu infinitul degenerat folosind drepte invariante, iar in [129]
conditiile de centru au fost detereminate pentru un sistem cubic prin folosirea dreptelor
invariante si a factorilor exponentiali; Suba si Cozma au obtinut conditiile de existenta a
centrului pentru sistemele cubice care au patru drepte invariante [26,27] si care au trei drepte
invariante [133-135]; Cozma a determinat conditiile de existenta a centrului pentru sistemele
cubice care au doud drepte invariante si o conica invarianta [28-31]; Hill, Lloyd si Pearson [64]
au obtinut conditiile de existentd a centrului pentru un sistem cubic de tip Kukles folosind
solutii algebrice de gradele unu, doi si trei; Lloyd, Pearson si Romanovski [82] au determinat
conditiile de centru pentru un sistem cubic prin folosirea dreptelor invariante.

Integrabilitatea Darboux a sistemelor diferentiale polinomiale cu un anumit numar de
curbe algebrice invariante ce satisfac unor conditii generice a fost studiata in lucrarile auto-

rilor: Christopher si Kooij [75], Christopher gi Llibre [20,21], Christopher si altii [24].

Definitia 1.6. Vom spune ca sistemul diferential (1.4) este reversibil in timp, daca portretul
lui de faza este invariant la o reflectie in raport cu o dreapta ce trece prin originea sistemului

de coordonate si la schimbarea semnului timpulus.

Despre sistemul (1.4), care este reversibil in timp, se spune ca are axd de simetrie, iar
dreapta din Definitia 1.6 se numesgte axa de simetrie. Astfel, pentru sistemul (1.4), care este
invariant in raport cu transformarea (z,y,7) — (—z,y,—7) ((z,y,7) = (z,—y,—7)), axa
ordonatelor (Oy) (axa absciselor Ox) este axa de simetrie.

De la Poincaré [90] se stie, cd dacd un sistem diferential polinomial (1.4), pentru care
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0(0,0) este punct singular de tip centru sau focar, are axd de simetrie ce trece prin O(0, 0),
atunci O(0,0) este centru.
S& scriem sistemul diferential polinomial (1.4) in forma de o ecuatie diferentiala

dy _ Qz,y)
dr  P(x,y)

= f(z,y). (1.20)

O conditie necesara si suficienta ca ecuatia (1.20) sd posede axa de simetrie Ax+ By+C = 0,

(A, B) # 0 este urmétoarea teorema (Gorbuzov si Tischenko [65]).

Teorema 1.8. Dreapta Ax + By + C = 0 este axd de simetrie pentru ecuafia diferentiala
(1.20) daca si numai daca se realizeazd identitatea
2A 2B

_ 2AB — (A* — B?)f(z,y)
T A2 - B2 2ABf(z,y)

(1.21)

Zotadek [147] a generalizat notiunea de simetrie, numind-o reversibilitate, gi a clasificat
sistemele cubice cu centru si cu proprietatea de reversibilitate. Pentru o clasa de sisteme
bidimensionale polinomiale un algoritm de depistare a sistemelor reversibile a fost propus de
citre Romanovski [100]. Interdependenta dintre reversibilitate gi problema centrului a fost
studiata de catre Teixeira gi Jiazhong [138]. Unele transformari biliniare ce reduc sistemul
dat la un sistem cu axa de simetrie au fost studiate de Lloyd si Pearson [81], Cozma [32],
care au permis obtinerea conditiilor de existenta a centrului pentru unele clase de sisteme
cubice.

In teza de fatd se obtin conditii de existentd a centrului pentru sistemele cubice (1.5)
ce posedda doud drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila folosind metodele de

integrabilitate Darboux (Capitolele 2, 3 si 4) si de reversibilitate (Capitolul 2).

1.4. Problema ciclicitatii

Fie sistemul diferential polinomial (1.2). Printre traiectoriile acestui sistem se pot iden-
tifica unele care corespund solutiilor periodice izolate. Aceste traiectorii se numesc cicluri
limita, adica un ciclu limita este o traiectorie inchisa si izolatd. Notam cu (P, ()) numarul
de cicluri limitd a sistemului (1.2) si fie H,, = sup{ 7 (P, Q) : grad P,Q < n }.

Interesul sporit in solutionarea problemei centrului se datoreaza problemei a 16-a a lui

Hilbert. Partea a doua a acestei probleme consta in determinarea numarului H,, adica a
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numaéarului maximal de cicluri limita si localizarea acestora pentru clasa de sisteme diferentiale
polinomiale de gradul n.

Pana-n prezent, careva estimatii de sus a numarului H, nu se cunosc nici pentru clasa
sistemelor patratice (n = 2), se stie doar o estimatie inferioard cd Hy > 4 (Songling [125]).
Pentru fiecare sistem diferential polinomial (1.2), luat aparte, problema de finitudine a fost
rezolvatd prin contributia lui Ecalle, Martinet, Moussu, Ramis si [I’yashenko [69].

Studiul actual al problemei lui Hilbert se bazeaza pe teoria bifurcatiilor si consta in
investigarea ciclurilor limita ce pot aparea la bifurcatii dintr-un punct singular de tipul
centru sau focar, adica cand coeficientii sistemului de ecuatii diferentiale sunt perturbati cu
marimi destul de mici, numita problema ciclicitatii. Aceasta probleméa este cunoscuta sub
numele de problema locald a 16-a a lut Hilbert, iar ciclurile limita, astfel produse, se numesc
ciclurt limita locale sau cicluri limita de amplitudine mica. Un pas important in solutionarea
el reprezinta rezolvarea problemei centrului (Chavarriga si Grau [14]).

Fie E spatiul coeficientilor sistemului (1.4). Vom spune ca traiectoria singulard ¢ a
sistemului £y € E are ciclicitatea k in raport cu F daca si numai daca orice perturbare a
sistemului £y in E are cel mult £ cicluri limita intr-o vecinatate a traiectoriei ¢ si k este
numarul minim cu aceasta proprietate.

Se stie, ca exista o aga serie formala de puteri F(z,y) = > Fj(z,y), incat viteza de
schimbare a ei de-a lungul traiectoriilor sistemului (1.4) reprezinta o combinatie liniara a

polinoamelor {(z* +3%)7}52, :
dF = ,
E = ZLJ;I(SLQ + yZ)J.
j=2

Constantele L;, j = 1,00 sunt polinoame in raport cu coeficientii sistemului (1.4) si se
numesc marimi Lyapunov (Amel’kin, Lukashevich gi Sadovskii [1], Suba [130]).

Fie Ly = Ly =---= Ly, =0, iar L,, # 0, atunci vom spune ca punctul singular O(0,0)
este un focar fin (focar slab) de ordinul m. Cel mult m cicluri limitd de amplitudine mica

pot fi bifurcate din O(0,0) la perturbarea coeficientilor sistemului (1.4) (Christopher [18]).

Teorema 1.9. Punctul singular O(0,0) este centru pentru sistemul diferential polinomial

(1.4) daca si numai dacd toate marimile Lyapunov se anuleaza, adica L; =0, j =1, 00.

Astfel, problema centrului pentru un sistem diferential polinomial poate fi redusa la prob-

lema rezolvarii unui sistem infinit de ecuatii polinomiale in raport cu coeficientii sistemului
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diferential. Tinadnd cont de teorema lui Hilbert despre baza finita, o infinitate de conditii
este echivalentd cu una finita. Sistemul infinit de ecuatii polinomiale L, = 0, k = 1, 0o, este
echivalent cu un sistem finit L, = 0, k = 1, N, adica existd un numar N astfel incat anularea
primelor N marimi Lyapunov implica anularea tuturor. Prin urmare, conditiile necesare de
existenta a centrului pot fi obtinute rezolvand acest sistem de ecuatii polinoame.

Cu toate ca este necesar de calculat doar un numar finit de marimi Lyapunov, in fiecare
caz aparte, nu se cunoaste acest numar. Marimile Lyapunov se calculeaza dupa o formula
recurenta. La fiecare pas aceste méarimi cresc exponential in volum si atat mijloacele tehnice
de calcul cat si Softurile pentru ele, de care dispun cercetatorii astézi, nu sunt capabile
de a le prelucra. Aceasta ar fi explicatia, cd numarul N a fost determinat doar pentru
unele clase inguste de sisteme diferentiale polinomiale. Numarul N este cunoscut pentru
sistemele patratice N = 3 (Sibirschi [120], Bautin [4]) si pentru sistemele cubice simetrice
N = 5 (Zoladek [144]). In cazul sistemului diferential polinomial (1.4), cand n > 3, avem

urmatoarea problema:

Problema deschisa 4. Pentru oricare n (n > 3) fizat sa se determine un asa numdar minim
N = N(n), incat anularea primelor N marimi Lyapunov sa asigure pentru sistemul (1.4)
existenta centrului in punctul singular O(0,0).

O solutie in cazul Problemei deschise 4, care permite rezolvarea Problemei generalizate
a centrului (Ciobanu [25]), a fost obtinuta in lucrarea Popa si Pricop [91]. Folosind metoda
algebrelor Lie si a algebrelor graduate Sibirschi a fost gasita o estimare pentru numarul
maximal de marimi focale algebric independente utilizate la rezolvarea problemei centrului
pentru sistemele diferentiale polinomiale de gradul n.

In lucrarea [31], numéarul N a fost determinat pentru sistemul diferential cubic (1.5) in
presupunerea ca acesta poseda drepte si conice invariante. Astfel, in cazul a patru drepte
invariante numarul NV este egal cu 2; in cazul a trei drepte invariante — N = 7, iar in cazul
a doua drepte invariante gi o conica invarianta — N = 4.

Pentru a bifurca cicluri limita in sistemul (1.4), din originea de coordonate O(0, 0), alegem
coeficientii in marimile Lyapunov astfel incét

|Lin| < [Lint1] st LinLinga <0,
pentru m = 0,1,...,k— 1. La fiecare etapa, in O(0,0) se inverseaza stabilitatea gi un ciclu
limita apare intr-o regiune micd a punctului singular. Daca aceste conditii sunt realizate,

atunci exact k cicluri limita de amplitudine mica pot fi bifurcate. Daca L; # 0, atunci pot
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bifurca cel mult & cicluri limitd. In unele cazuri bifurcarea completd a ciclurilor limité nu
este posibild (Lynch [86]).

Problema ciclicitatii punctului singular de tip centru sau focar, pentru unele clase de
sisteme diferentiale cubice, a fost examinata in lucrarile autorilor: Zoladek [144], Bothmer gi
Kroker [9], Yu si Han [150], Romanovski gi Shafer [98|, Levandovskyy, Pfister si Romanovski
[77], Gaiko [59], Li, Liu si Yang [79], Fercec si Mahdi [57], s.a.

Zoladek [145] a ariitat ci exista sisteme cubice cu 11 cicluri limita care pot fi bifurcate
dintr-un punct singular de tip centru. Yu si Han [150] au adus un exemplu de sistem cubic
cu 12 cicluri limita de amplitudine micd. Asadar, in prezent se cunoagte ca Hs > 12.

Pentru sistemele diferentiale polinomiale s-a aratat ca numarul de cicluri limita, ce pot fi
bifurcate dintr-un punct singular de tip centru sau focar, depinde nu numai de existenta
curbelor algebrice invariante dar si de pozitiile relative ale acestora. Astfel, un sistem
patratic: cu doud drepte invariante reale nu are cicluri limita (Bautin [5]); cu doud drepte in-
variante complexe conjugate are cel mult un ciclu limita (Suo Guangjian [126]); cu o dreapta
invarianta poate avea cel mult un ciclu limita (Rychkov [103]).

Un sistem cubic: cu cinci drepte reale invariante nu are cicluri limitd (Dai Guoren si
Wo Sonlin [43]); cu patru drepte reale invariante sau cu doud drepte reale invariante si
doud drepte invariante complexe conjugate are cel mult un ciclu limita (Kooij [72], [73],
Cozma si Subd [26]); cu patru drepte invariante complexe conjugate poate avea cel mult
doud cicluri limita (Kooij [73], Cozma gi Juba [27]); cu trei drepte invariante, dintre care
doua sunt paralele sau cu un fascicol din trei drepte invariante, poate avea nu mai mult de
cinci cicluri limita (Cozma si SJuba [134], [135], [31]); cu trei drepte invariante, dintre care
doud sunt complexe conjugate si omogene, poate avea cel mult sapte cicluri limitd (Cozma
si Suba [133]); cu doua drepte invariante paralele si o conicd invarianta poate avea cel mult
trei cicluri limitd (Cozma [28]); cu doud drepte invariante neomogene si o conica invarianta
poate avea cel mult patru cicluri limita (Cozma [31]).

In [74] a fost studiatd problema existentei ciclurilor limitd de Kooij pentru sistemele
polinomiale (1.1), deg(X? + Y?) = 2n, cu n + 1 drepte invariante.

In teza de fatd, numarul N este determinat pentru sistemul cubic (1.5) cu doud drepte
invariante si o cubicd invariantd ireductibild. In Capitolele 2, 3 si 4 se demonstreaza ci in
cazurile a doua drepte invariante paralele si o cubica invarianta numarul N este egal cu 2; in

celelalte cazuri cand sistemul poseda doua drepte invariante si o cubica invarianta — N = 3.
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1.5. Problema consecutivitatilor centrice

Fie sistemul diferential polinomial (1.4) poseda M curbe algebrice invariante ®y(x,y) = 0,
k=1,...,M,unde M < n(n+ 1)/2. In aceste conditii, tinand cont de Problema deschisa
4, sa se determine un aga numar minim /N, incat anularea primelor N marimi Lyapunov sa
asigure pentru sistemul (1.4) existenta centrului in punctul singular O(0,0).

Desi sunt mai multi algoritmi de calculare a marimilor Lyapunov pentru punctul singular
0(0,0) (Suba [130], Sadovskii [105], Romanovski si Shafer [98]) un raspuns satisfacator nu
avem, adica nu exista un criteriu ce ne-ar indica care sunt primele marimi Lyapunov anularea
carora implica egalitatea cu zero a celorlalte marimi Lyapunov.

Problema deschisa 5. Sa se determine sistemele diferentiale polinomiale (1.4) care au un
numar de curbe algebrice invariante mai mic decat n(n+1)/2 si pentru care punctul singular
0(0,0) este de tip centru.

Pentru prima data aceasta problema a fost examinata in lucrarile autorilor Suba si
Cozma [26,33,130]. A fost propusa o noua abordare a problemei centrului pentru sistemele
diferentiale polinomiale (1.4) prin luarea in considerare, concomitent, a curbelor algebrice
invariante, a marimilor Lyapunov si a integrabilitatii Darboux. S-a demonstrat, ca in cazul
sistemelor polinomiale (1.4), numérul de curbe algebrice invariante n(n + 1)/2, necesar dupa
Darboux pentru integrabilitate, poate fi micgorat, daca se presupune a priori, cad un numar
anumit de marimi Lyapunov sunt nule (Christopher si Llibre [20]).

In lucrarea [33] Cozma a propus o directie noud de cercetare a problemei centrului
pentru sistemele diferentiale polinomiale gi anume, problema determinarii consecutivitatilor
(perechilor) centrice: pentru fiecare numar natural dat n, n > 3, sd se determine toate
consecutivitatile centrice ale sistemelor diferentiale polinomiale de gradul n ce au puncte

singulare de tip centru sau focar.

Definitia 1.7. Vom spune ca consecutivitatea (Py, k = 1, M; N), formata din curbele al-
gebrice y(x,y) =0, k = 1, M gi numarul natural N, este o consecutivitate centrica pentru
sistemul (1.4), daca din faptul, ca curbele date sunt invariante si ca primele N marimi

Lyapunov sunt nule, rezulta ca punctul singular O(0,0) este de tip centru pentru (1.4).

Urmatorul rezultat (Suba si Cozma [33,130]), ce tine de Problema deschisa 5, imbunata-
teste conditiile Teoremei Darboux 1.7 despre integrabilitate in cazul sistemelor diferentiale

pentru care apare problema centrului.

30



Teorema 1.10. Fie M numarul total al curbelor algebrice invariante ce nu trec prin originea
de coordonate a sistemului (1.4) si fie ca pentru el primele ¢ (0 < ¢ < (n — 1)/2) marimi
Lyapunov, asociate punctului singular de tip centru sau focar O(0,0), se anuleaza. Atunci,
sistemul (1.4) are

1) factor integrant Darbouz, daca M > n(n+1)/2 —q—1;

2) integrala prima Darbouz, dacd M > n(n+1)/2 —q.

In ambele cazuri originea de coordonate O(0,0) este centru.
In cazul sistemului diferential cubic (1.5), Teorema 1.10 se formuleaza astfel:

Teorema 1.11. Daca prima marime Lyapunov se anuleaza Ly = 0 $i sistemul diferential
cubic (1.5) are patru curbe algebrice invariante ce nu trec prin O(0,0), atunci originea de

coordonate este centru.

Ideea micsorarii numarului de curbe algebrice invariante, necesare pentru integrabilitatea
Darboux a sistemelor diferentiale polinomiale, a fost luata la baza si de alti matematicieni.
In lucrarea Chavarriga, Llibre si Sotomayor [15] se arati, ca numarul n(n + 1)/2 de solutii
algebrice, suficient pentru integrabilitatea Darboux, poate fi micsorat, daca pe langa aceste
solutii se mai considera si unele puncte singulare, numite puncte singulare independente.
In [13] Chavarriga, Giacomini i Giné au demonstrat cd daca un sistem diferential polinomial
de gradul n cu partea liniard arbitrara are centru in originea de coordonate si poseda n(n +
1)/2 — [(n + 1)/2] solutii algebrice, atunci sistemul are factor integrant Darboux.

In lucrarea [33] a fost rezolvata problema consecutivitatilor centrice pentru sistemul
diferential cubic (1.5) in cazurile cand sistemul are: patru drepte invariante; trei drepte
invariante; doud drepte invariante si o conica invarianta ireductibila de forma (1.13). Astfel,
au fost obtinute urmatoarele consecutivitati centrice:

—in cazul a sase drepte invariante: (1 + A;z + Bjy, j = 1,4, z £1iy; N =0);

— in cazul a patru drepte invariante: (1+ A;z+ By, j = 1,4; N =1); (z+iy, 1+ Az +
Bjy,j=1,2; N =2);

— in cazul a trei drepte invariante: (v iy, 1 + Ax + By; N =7); (l; = 1+ Az + Bjy,
J=13, hlll; N=5); ( =1+ Az +Bjy, j =13 Lnknls #0; N=25)(; =
1+ Ajx+ By, hnly &ls, iUy, j #k,j,k=1,2,3; N =3);

—in cazul a doua drepte invariante i o conica invarianta ireductibilda W: (z+iy, ¥; N =
2); (l=1+Ax+ By, j=1,2, li|l, ¥; N=3); (l; =1+ Ajx+ By, j=1,2, ¥, ¥(;N
loh) =0; N=4); (l;,=14+A;x+Bjy, j =12, UV, 1 }flo, hNly € U; N =4).
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Asa cum problema centrului pentru sistemul diferential cubic (1.5) nu este complet re-
zolvata, in teza de fata formulam urmatoarele doua probleme fundamentale:
Problema 1. Sa se determine conditiile de existentd a doud drepte invariante distincte gi

a unei cubice invariante ireductibile pentru sistemele diferentiale cubice.

Problema 2. Sa se determine toate consecutivitatile centrice pentru sistemele diferentiale
cubice ce poseda doud drepte invariante si o cubicd invarianta ireductibild.

Solutiile obtinute pentru Problemele 1 si 2 sunt incluse in Capitolele 2, 3 si 4.

1.6. Concluzii la capitolul 1

Capitolul 1 contine o analizd a celor mai importante rezultate cunoscute in domeniul
teoriei integrabilitatii ecuatiilor diferentiale care tin de sarcinile gi obiectivele lucrarii: a 16-a
problema locala a lui Hilbert; problema integrabilitatii sistemelor diferentiale polinomiale cu
solutii algebrice; problema deosebirii centrului de focar; problema consecutivitatilor centrice.

In acest capitol au fost stabilite problemele de cercetare si sunt dezvoltate doud mecanis-
me principale folosite la rezolvarea problemei centrului: metoda de integrabilitate Darboux
si metoda reversibilitatii. Pentru sistemele diferentiale cubice cu punct singular de tip centru
sau focar gi care au solutii algebrice sunt formulate doua probleme fundamentale:

— sa se determine conditiile de existenta a doua drepte invariante si a unei cubice invari-
ante ireductibile de forma (1.13).

— si se determine toate consecutivitatile centrice pentru sistemele diferentiale cubice ce
posedd doud drepte invariante si o cubica invariantd ireductibild de forma (1.13).

Problemele formulate si rezultatele expuse in acest capitol au fost publicate in lucrarile

[35], [41], [50], [51].
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2. SISTEME CUBICE CU DOUA DREPTE INVARIANTE PARALELE
SI O CUBICA INVARIANTA

In acest capitol, pentru sistemul diferential cubic (1.5) cu punctul singular O(0,0) de tip
centru sau focar, sunt obtinute conditiile necesare si suficiente de existenta a doua drepte
invariante paralele gi o cubica invarianta ireductibila. Se determina ciclicitatea punctului sin-
gular O(0, 0) si se rezolva problema centrului pentru sistemul (1.5) cu doué drepte invariante
paralele i o cubica invariantd ireductibila. Se demonstreaza cd (1 + a;x = 0, 1+ asx = 0,

22 + y? + a3or® + a1 2%y + apry® + agsy’®; N = 2) este o consecutivitatea centrica.

2.1. Sisteme cubice cu doua drepte invariante distincte

Fie sistemul cubic de ecuatii diferentiale (1.5) scris sub forma

&=y +ax®+cry + fy* + ka® + maty + pry? + ry® = P(z,y), 2.1)
v = —(x+ gz* + dvy + by? + sa® + qzy + nwy? + 1y3) = Q(z,y),
unde P(z,y) si Q(z,y) sunt polinoame reale in variabilele x gi y. Originea de coordonate
0(0,0) este pentru (2.1) punct singular de tip centru sau focar (focar slab sau focar fin).

In aceasti sectiune, pentru sistemul cubic (2.1), vom determina conditiile de existenta a

doua drepte invariante de forma
1+ Ax+By=0, A, BeC, (A B)#(0,0). (2.2)
Definitia 2.1. Dreapta (2.2) se numeste dreapta invarianta a sistemului (2.1), daca exista
un asa polinom K(x,y) = crox+ co1y+ Coox? + c11xYy + 602y2 incdt in x sty are loc identitatea
A-P(z,y)+ B-Q(x,y) = (1 + Ax + By) - K(z,y). (2.3)
Polinomul K(x,y) se numeste cofactorul dreptei invariante.

Daca sistemul (2.1) are drepte invariante complexe, atunci conform Teoremei 1.2, ele pot
exista doar in perechi de drepte complexe conjugate
1+Az+By=0 si 1+ Az + By =0.

Egaland coeficientii de pe langa aceleasi puteri ale monoamelor z'y’ in (2.3), reducem
aceasta identitate la un sistem format din noua ecuatii {F;; = 0} in raport cu necunoscutele
A, B, co0, €11, Coz2, C10, Co1- Din el gasim ca

cio=—B, cor = A, cop =aA — gB + AB,
c11 =cA—dB+ B? — A% cyy = fA—bB — AB
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iar A ¢i B sunt solutii ale urmétorului sistem de ecuatii algebrice:

Fi(A,B)= AB? - fAB+bB*+rA—1B =0,

Fy(A,B) = A’2B + aA? — gAB — kA+ sB =0, (2.4)
F3(A,B) = B —2A’B + fA? —dB%* + (¢ — b))AB — pA +nB = 0,

Fy(A,B) = A® —2AB? — cA* + gB* + (d — a)AB + mA — ¢B.

Cofactorul dreptei invariante (2.2) are forma K (z,y) = —Bxz + Ay + (aA — gB + AB)x? +
(cA—dB+ B?>— A)zy + (fA—bB — AB)y*.

Solutiile sistemului (2.4) in raport cu A si B ne determina dreptele invariante neomogene
ale sistemului cubic (2.1). Ne intereseaza doar dreptele invariante distincte.

Fie sistemul cubic (2.1) are doud drepte invariante distincte l; si [y care pot fi reale
sau complexe. Daci Iy, I sunt complexe, atunci Iy = ;. In caz contrar, adicd I, # [,
dreptele invariante [, I, complexe conjugate cu [ si I la fel sunt drepte invariante pentru
sistemul cubic (2.1). Prin urmare, sistemul (2.1) poseda patru drepte invariante distincte,
iar problema centrului a fost solutionata in lucrarea Cozma si Suba [27].

Daca sistemul (2.1) are doud drepte invariante paralele [y si lo, atunci la o rotatie a sis-
temului de coordonate, aducem dreptele si fie paralele la axa ordonatelor (Oy). Mentiondm
cd la rotatia sistemului de coordonate partea liniara a sistemului (2.1) isi pastreaza forma.
Sa admitem c& [, si I sunt complexe, atunci I, = [;. Din [y || [}, urmeaz ca [; va avea forma
1+ A(x + By) = 0, unde A este un numar complex iar B este real. In acest caz, printr-o
rotatie a axelor, deasemenea dreptele [y si ls pot fi aduse paralele la axa Oy. In lucrarea

Cozma [32] a fost demonstrata urmatoarea afirmatie

Lema 2.1. Sistemul cubic (2.1) are doud drepte invariante paralele la axa ordonatelor Oy

daca si numai dacd se realizeazd urmdtorul set de conditii:
a=f=k=p=r=0, (2.5)
m(c? — 4m) # 0. Dreptele invariante sunt
Lo=2+ (c£Vc—4m)z =0, (2.6)

si au cofactorii K o(z,y) = y(2ma + ¢ £ v/ ¢? — 4m) /2, respectiv.
Fie sistemul cubic (2.1) are doua drepte invariante [y i ls concurente in punctul singular

(x0,%0). La o rotatie a sistemului de coordonate (x — xcosp —ysing,y — xsing +ycosp) si
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rescalarea axelor (z — ax,y — ay), obtinem I, ()ly = (0, 1). In acest caz dreptele invariante

se pot scrie sub forma
i=14ax—y=0,0a;€C, j=1,2; ag—ay #0. (2.7)

Aga cum (0,1) este punct singular pentru sistemul (2.1), atunci P(0,1) = Q(0,1) = 0.
Din aceste egalitati obtinem ca | = —b si r = —f — 1. Substituind in (2.4) A =q;, j = 1,2,
B = —1, stabilim c& sistemul (2.1) posedd doua drepte invariante concurente de forma (2.7)

daca gi numai daca a; si as sunt solutiile sistemului

Fy(a1) = (a—1)ai + (9 — k)a; — s =0,
Fa)=(f+1)a?+(b—-—c—plag—d—n—1=0,
Fya)=a?—ca?+(a—d+m—2)a;+g+q=0, 2.9
Fy(az) = (a—1)a3 + (9 — k)azs — s =0,

Fy(as) = (f+1)a3+ (b—c—plaz—d—n—1=0,

Fy(ag) =a3 —ca3d+(a—d+m—2)az+g+q=0.

Sistemul (2.8) este echivalent cu urmatoarele doud seturi de relatii:

l=-br=—f-1 s=a(g— k+ai(a—1)),
n=(f+2)a?+(b—-c—pla —d—1, (2.9)
q=—a}+cat+(2—a+d—m)a; — g,

F=(a—1)(a1+az) +g—k=0,
FgE(f+2)(a1+a2)+b—c—p:0, (210)
Fy=al+aias+ a3 —clay+as) +a—d+m—2=0.

In lucrarea Cozma [32] a fost demonstrati urmatoarea afirmatie

Lema 2.2. Sistemul diferential cubic (2.1) are doua drepte invariante distincte de forma

(2.7) daca st numai daca se realizeaza urmatoarul set de conditii:

k=(a—1)(a;+a)+g, l=-b s=(1—a)aas,

m = —a} —ajay — a3+ c(a) + az) —a+d+ 2,
n=aa(—f—-2)—-(d+1), p=(f+2)(a1+a) +b—c
q=(a1+ay—clajag —g, r=—f—1,

(2.11)

(a—1)*+ (f +2)? # 0. Cofactorii dreptelor invariante (2.7) sunt K;(z,y) =z +a;y + ((a —
Daj + g)z* + ((c = aj)a; + d + Day + ((f + D)a; + b)y>.
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Dacd a = 1 si f = —2, atunci sistemul cubic (2.1) are un fascicol format din trei drepte

invariante 1 + a;o —y = 0, unde a;, j = 1,2, 3 sunt solutiile ecuatiei
AP —cA?+(m—d—1)A+g+q=0.

In cele ce urmeaza vom presupune ci sistemul cubic (2.1) are doud drepte invariante

paralele, adica se realizeaza setul de conditii (2.5).

2.2. Conditii de existenta a doua drepte invariante paralele si a unei cubice

invariante ireductibile

Fie sistemul cubic (2.1) are doud drepte invariante paralele [; i l3. Conform Lemei 2.1,

fard a restrange generalitatea, putem considera ca dreptele au forma (2.6)
ho=2+(ct V2 —4m)x =0,
iar sistemul cubic (2.1) se scrie sub forma

&=y (1+cx+ma?) = P(z,y),
Y ( ) (z,y) (2.12)
y = —(z + go* + dey + by® + sz® + qz?y + nzy® + y*) = Q(x, y).

In continuare, pentru sistemul cubic (2.12), vom determina conditiile de existentad a unei

cubice invariante ireductibile
O(z,y) = 2 + y* + azr® + anr’y + apry® + apzy® = 0, (2.13)

unde (ago, as1, a1a, ap3) # 0 si aso, asi, @12, ags € R.

Conform Definitiei 1.1, cubica (2.13) este o cubica invarianta pentru sistemul (2.12) daca
existd aga un polinom K (x,y) = c10T + co1y + Co0x* + c117Y + Cooy?, numit cofactorul cubicei
invariante, incat in x si y are loc identitatea

oD o)
P(z, y)% + Q(x, y)a—y = O(x, y)(020x2 + ey + coay? + cror + co1Y)- (2.14)

Egaland in (2.14) coeficientii de pe langa aceleasi puteri ale monoamelor z'y’, reducem
aceastd identitate la un sistem format din cincisprezece ecuatii {F;; = 0} in raport cu
necunoscutele asg, asy, a2, agz, C20, C11, Co2, C10, Co1- Din aceste ecuatii determinam coeficientii

cofactorului K (z,y):

Clo = —Qs1, Co1 = Q12 — 2b, cop = (aso - g)a217

C11 = aos(am - 3d) - G12(G12 - C) —2n, cop = _aOS(a12 + b) — 21,
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iar asp, as1, 12, agz sunt solutiile urmatorului sistem de ecuatii algebrice:

Fso = (a3, — asog + s)as = 0,

Fn

((3d — ag1)ags + (a12 — c)ars — a3y + 3m + 2n)ase+
+(gas1 — q)as — 2sa13 = 0,

Fzs = ((c— g+ asp)as + 2q)ais — (34 + 2m + n)ag;, + ((az; — 3d)ag —
—(a12 + b)aso + 3s)aps — 2lazy = 0,

Fos = ((b+ g — asp)az + 3(dais — q))ags + (a3y — cars +m)ass + lay = 0,

Fiy =1[(3d — ag1)ags + (b — ¢+ 2a12)a12 — nlagz = 0, (2.15)
Fos = (apzar2 + bagz — l)aps = 0,

F351 =2(n+m—s)+ (a1 — d)ag + (2b+ 3¢)azy — (ag — 3d)ags—

—(c+2g + asy — aiz)arz = 0,
Iy = (b+2c+ g — ago)az + 2(1 — q) + (aos — 2d)arz + (b — 3g)aes = 0,
Fy =2(b+c—g) +3(az — az) =0,
Fiy = 3(ag1 — aps) — 2d = 0.

Notdm e; = 27a2;a3, — 18agzaiaasiazy + dagzad, + 4al,azg — alya3;.

Vom studia compatibilitatea sistemului (2.15) in urmatoarele cazuri: {e; = 0}; {e; # 0}.

2.2.1. Cazul e; =0
In acest caz avem urmitoarele patru posibilitati:
2.2.1.1. Fie ap3 = ag; = 0. Atunci Fos = Fiy = Fso = 0 51 e; = 4ad,a30 = 0. Dacd ajp =0,
atunci agg # 0. Din ecuatiile {Fy; = 0, F32 = 0, Fio = 0, Fy = 0} ale sistemului (2.15)
gasim m = (—2n)/3, ¢ =1 = d = 0, iar din ecuatiile {F5; = 0, F3; = 0} exprimam
azo =2(g —c—10)/3, s=(—=2b%— 5bc+ 2bg — 3c®> + 3cg +n)/3.

In acest caz obtinem urmitorul set de conditii
(1) d=1=qg=0,m=(-2n)/3, s = (—20? — 5bc + 2bg — 3c* + 3cg +n)/3

pentru existenta cubicei invariante 3(z? + y?) + 2(g — ¢ — b)z*® = 0 in sistemul (2.12).
Fie a;2 # 0, atunci e; = 0 implica azg = 0. Din ecuatiile {Fy; = 0, F3 = 0, Fpp =
0, F5 = 0} ale sistemului (2.15) obtinem s = ¢ = [ = d = 0. In continuare, din ecuatiile
{Fo1 =0, Fy3 =0, F3 = 0} exprimim ajs = [2(c+b—g)]/3, m = [-2(c—g+b)(2b—c—2g)]/9
sin=/[(2b—c+4g)(b+c— ¢)]/9. In acest caz obtinem setul de conditjii
d=1l=q=5s=0,m=[2(g—b—c)(2b—c—29)]/9, n=1[(20 — c+4g)(b+c— g)]/9
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pentru existenta unei cubice invariante, care se include in setul de conditii (7) (u = b+c—g,
v = u(8u — 6b —9d)/9) (vezi pag. 40).

2.2.1.2. Fie ags = 0 si az # 0. In acest caz, Fiy = Fos = 0 si e = (4aysasy — a3,)al, = 0.
Daci a2 = 0, atunci din ecuatiile { F1o = 0, Fy; = 0, Fy3 = 0} ale sistemului (2.15) obtinem
ag = (2d)/3, asy = [2(g — ¢ — b)]/3, 1 = 0. In continuare, din ecuatiile {Fsy = 0, Fpy =
0, F5o = 0, F5; = 0, Fy; = 0} exprimam n, ¢, s, m, g, respectiv. In acest caz pentru
sistemul cubic (2.12), vom obtine setul de conditii

[=0, g=(2b+5c)/2, m = (—d?)/9, n = —2m, q = [(4b + Tc)d]/6, s = [(2b + 3¢)c]/2
(pentru existenta unei cubice), care se include in setul de conditii (8) (g = (2b+ 5¢)/2).

Daci ajo # 0, atunci e; = 4ajpa30 — a3, = 0. Din ecuatiile {Fj5 = 0, Fy = 0, Fyp = 0}
ale sistemului (2.15) obtinem

as = (2d)/3, a12 = (3azy + 2b+ 2c — 2g)/3, aso = (3l — bd + 3dg — 3q)/(4d).

In continuare, din ecuatiile {F59 = 0, F32 = 0, F3; = 0} exprimam s, n, m, respectiv.
Consideram ecuatia Fh3 — Fy; = 0 care are solutia ¢ = (11dg — 450 + 4cd + 7bd)/27. Prin
urmare, sistemul de ecuatii {e; =0, Fy; =0, Fy3 = 0} are solutia

9d* + 36dl(b — g — 2¢) + d*(c + 4b — 4g)(2b + 5¢ — 2g) — 3241% = 0.

In acest caz pentru sistemul cubic (2.12), vom obtine urmatorul set de conditii

(2) ¢=[((Tb+ 4c+ 11g)d — 451]/27, m = [36¢l — 4d® + 2d(20 + 5c — 2g)(g — b)]/(9d), n =
[12d3+d(Tb+c—4g)(2b+5c—29) —181(2b+8c—5g)]/(27d), s = [(1814+4dg—cd—4bd)(2b+
2c+g)—3d%)/(27d), j5s = 9d* +36dl(b— g —2¢) + d*(c+4b—4g)(2b+5c—2g) — 3241 = 0.

Cubica invarianta are forma
9d(x* + y®) 4 (181 + 4dg — 4bd — cd)z® + 6d*x>y + (181 + 5cd — 2dg + 2bd)zy* = 0.
2.2.1.3. Fie ag3 # 0 si ay = 0. In acest caz avem Fiy = 0 si e = (27a23a30 + 4a3,)asy = 0.
Din ecuatiile {F1o = 0, Fy; = 0} ale sistemului (2.15) obtinem
ags = (—2d)/3, a12 = (3azp + 2b+ 2¢ — 2g) /3.

Din ecuatiile {Fos = 0, Foe = 0, F14 = 0, F35 = 0, F3; = 0} exprimam as, ¢, n, s, m,
respectiv. Considerdm ecuatia Fps — Fy; = 0, care are solutia | = [—2d(3b + ¢)]/9. Prin
urmare, sistemul de ecuatii {e; = 0, Fy; = 0, Fy3 = 0} are solutia g = [27d*(2b + ¢) —
3]/ (54d?). Astfel, obtinem urmaitorul set de conditii

(3) g = [27d*(2b + ¢) — ]/ (54d?), m = (9d* + ¢*)/3, n = (3bc — * — 18d?%)/9,
[ = [—2d(c+ 3b)]/9, ¢ = —c(9d* + )/ (54d), s = [—c*(5c* + 6be + 27d?)]/(486d?)
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pentru existenta cubicei invariante 27d%[3(x? + y?) + cxy® — 2dy?®] — 32® = 0.

2.2.1.4. Fie agzaz; # 0. Ecuatia e; = 0 admite urmatoarea parametrizare
aso = (a3, — 1458ap,u® — 243ag,a19u?) /(27a5,), az = (aiy — 8lagsu®)/(3aos).

Din ecuatiile {Fos =0, Fi4 =0, F50 =0, Fy3 = 0} exprimam [, n, s, g, respectiv. Atunci
F3y = u[218Tag;u?(6u? — 1) + 243a3;a12(15u? — 1)u + 243a3;(gu — bu — d) + 81a2;a3, (3u® —
1) + 27a23a12(g — b+ 3¢) — 8lagsm — 9agzad,u — afy] = 0.
Fie u = 0, atunci F3; =0, Fy; = 0. Din ecuatiile {Fj, =0, Fy; =0, F3; = 0} exprimam
d, g si m, respectiv. Obtinem ca Fyy = f1fo = 0, unde
fi = a3y + 8ladsars — 27cads, fo = 27a2, — a2,

Daca f; = 0, atunci ¢ = [(81a2; + a?y)a12]/(27a2;) si obtinem urmatorul set de conditii

(4) d = (af, — 3a33)/(2a03), | = ags(arz +b), g = (8lagzaiz + 54bagy + 5aty)/(54ag;),
¢ = [(81ag; + afy)aia]/(27ags), m = (9ag; + a?y)*/(12ag;), n = (9agzai, + 5dbagzarr —
243ad, — 2al,)/(54a3y), q = [(243ag; + 198a2;a2, + 108bad,ars + Taly)ais]/(324a3,),
s = [(27a2za12 + 18bal; + a3y)al,]/(486ag;)

pentru existenta cubicei invariante 27a3;(z? 4+ ) + (@122 + 3agzy)® = 0.
Daca f; # 0, iar f, = 0, atunci a?, = 27a3;. In acest caz ag3 = d/12 si pentru sistemul

cubic (2.12), vom obtine urmatorul set de conditii

(5) g=0b+ec, | = [dlajs +b)]/12, m = (8cajs — 3d*)/4, n = (16basy — 16cas + 9d*)/16,
q = [d(3b+ 4c — bay2)]/4, s = (16bars + 16cass — 3d?)/16, 16a2, — 3d* = 0.

Cubica invarianta are forma 12d?(x? + y?) + (4dajoz + dy)? = 0.

Fie u # 0. Atunci exprimdm m, d, g din ecuatiile { F3o = 0, Fi5 = 0, Fy = 0}, respectiv.
Calculam rezultanta polinoamelor F3; si Fpe in raport cu c¢ si obtinem Res(F3i, Fpo, ) =
—486ag3919293, unde g1 = (9agsu + a12)® + 9ads # 0, g2 = (18agsu + a2)* + 9ads # 0,
g3 = (18(18agzu + a12)(9u? + 1)a; — (12ap3u + ai)aly)ars + 243(45u + 6u? + 1)ag,.

Fie g3 = 0. Aceasta ecuatie admite urmatoarea parametrizare

a1z = [(ap3(7290* + 540 + 5)]/(8v), u = (1 — 18v? — 243v*)/(24v),
iar ecuatiile {F3; = 0, Iy = 0} au solutia ¢ = [(39366v° + 2187v* + 324v% — 1)ags]/(216v3).

In acest caz pentru sistemul cubic (2.12) vom obtine urmatorul set de conditii

(6) ¢ = [(393660° + 2187v* + 324v% — 1)ags]/(2160%), d = [(729v* + 4202 + 1)ags]/(8v2),
g = [(196830° + 65610 + 72902 — 5)ags + 43200°%)/(4320%), 1 = [((729v* + 540% +
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5)ags + 8bv)ags]/(8v), m = [(27Tv? — 1)3(9v? + 1)%ad;]/(1920*), n = [(5314410° +
36741608 + 208980" + 28802 + 5)ags + bud(1574640" + 1166402 + 1080)ags]/(17280%),
¢ = [((430467210'° 4 69087330® + 80044205 + 38394v* + 69302 — T)ags + bv(6298560* +
4665602 +864))ags]/(1036807), 5 = [((656105 +7290" + 13502 — 1)ags + 144bv%) (21870 +
1620% — 1)ags]/(3110409)

pentru existenta cubicei invariante

2160 (22 + y?) + ap3(2187v 'z + 162v%x — = + 24vy)(x + 3vy)? = 0.

2.2.2. Cazul e; #0

In acest caz avem urmitoarele patru posibilititi:
2.2.2.1. Fie ap3 = ag = 0. Atunci Fos = Fiy = F5o = 0 si e; = 4alyaz # 0. Din
ecuatiile {Fjo = 0, Fyy = 0, Fy = 0} ale sistemului (2.15) obtinem d = 0, ¢ = [, agy =
(3a1a — 2b — 2¢+ 2¢)/3, iar Fyo =1(b+c¢—g) = 0.

Daca g = b+ ¢, cubica se descompune in factori si acest caz nu prezinta interes. Fie
b+ c— g # 0 si efectuam notatiile u = b+ c — g, v = s — n — m. Atunci ecuatiile F3, = 0 si
F31 = 0 au solutiile [ = 0 si a12 = (2bu+ 3cu+ 3v)/(4u), respectiv. Exprimam n din Fo3 = 0

si s din Fy; = 0. In acest caz obtinem urmatorul set de conditii

(Md=1=q=0, g=>b+c—u m = [(Bcu + 2bu + 3v)(cu — 2bu — 3v)]/(16u?),
n = [(2bu — cu — 3v)(2bu + 3cu + 3v)]/(16u?), s = [(8u* — Ycu — 6bu — Yv)v]/(8u?)

pentru existenta in sistemul (2.12) a cubicei invariante
12u(z? + y?) + z[(9v + 6bu + 9cu — 8u?)z? + 3(3v + 2bu + 3cu)y?] = 0

2.2.2.2. Fie ags = 0, ag; # 0. In acest caz avem Fiy = Fys = 0si e; = (darsasg—a3,)ars # 0.
Din ecuatiile {Fio = 0, Fy; = 0, Fys = 0} ale sistemului (2.15) obtinem as; = (2d)/3,
aso = (3a1g — 2b — 2¢ 4+ 29)/3, a1o = (5bd + 8cd + dg + 91 — 9¢)/(12d). In continuare, din
ecuatiile {F5g = 0, F32 = 0, F3; = 0} exprimam s, n, m, respectiv.

Consideram ecuatia Fpz — Fy; = 0, care are solutia | = (11dg — 27q + 4cd + 7bd) /45. Prin
urmare, sistemul de ecuatii {Fy; = 0, Fas = 0, e; # 0} are solutia ¢ = [d(2b — ¢ + 6g)]/12.

In acest caz obtinem urmatorul set de conditii

(8) 1 = [d(20—2g+5c)]/36, ¢ = [d(2b+6g—c)]/12, m = [(c+29—2b)(2b+5c—2g) —4d?] /36,
n=[(2b+ 5c —2g)g — 12m]/6, s = [(c — 2b+ 2¢)(2b+ 49 — ¢)]/36.

Cubica invarianta este 6(z% + y?) + z[(c + 29 — 2b)x? + 4dzy + (2b — 29 + 5¢)y?] = 0.

40



2.2.2.3. Fie ags # 0, as; = 0. In acest caz avem Fyy = 05i e; = (27a23a30+4a3,)ase # 0. Din
ecuatiile {F1o = 0, Fy; = 0, Fy = 0} géisim ap3 = (—2d)/3, aso = (3a12 — 2b — 2¢ + 2g)/3,
ajs = (3l — 3q — bd + 3dg)/(4d), iar din ecuatiile {Fyp; = 0, F3; = 0, F3 = 0, Fi4 = 0}
exprimam q, m, s, n, respectiv.

Consideram ecuatia Fps — Fy; = 0, care are solutia | = [—2d(3b + ¢)]/9. Prin urmare,
sistemul de ecuatii {Fy; = 0, Fy3 = 0, e; # 0} nu este compatibil.
2.2.2.4. Fie agzaz # 0 si e; # 0. Din ecuatiile {F5o = 0, Fy3 = 0, Fiy = 0, Fys = 0}
exprimam s, ¢, n, [, respectiv. Calculam rezultanta polinoamelor Fy; si F3 in raport cu m
si obtinem Res(Fyi, F32,¢) = 3agse1hy, unde hy = ajs + azp + b — g.

Fie hy = 0, adica a12 = g — b — ago, atunci Fy = i1i9, unde i; = agz(az — 3d) — a?m +
az0(2g — 2b — ¢) — b% — be + 2bg + cg — g* —m, iy = (9ag3 + ag1)ase + ax (b — g).

S& admitem ca i; = 0. Din ecuatiile {i; = 0, F3; = 0, Fio = 0} exprimam m, asg, as,
respectiv. In acest caz avem Fyp = 0 si Fao = (b4 ¢ — g)(6ags + d) = 0.

Fie g = b+ ¢, atunci F3; = d(12a¢3 — d) = 0. Daca d = 0, atunci cubica se descompune

in factori. Daca ag3 = d/12, atunci obtinem urmaétorul set de conditii
(9) g=b+c, 1 =[(c+20)d]/24, m = (4c* —3d?)/16, n = (3d* +8bc) /16, ¢ =9, s = m+n

pentru existenta cubicei invariante 12(z% + y?) + 6¢cx® + 6cay? + 9da?y + dy® = 0.

Fie g # b+ ¢, atunci Fhy = 0 implica agz = (—d)/6, iar F3; = (b+c — g)* + d* # 0.

Sa admitem ca i; # 0, iar i = 0. Din ecuatia i = 0 obtinem g = (9agzaso + azasy +
bag1)/as, iar Fyy = e; # 0, unde e; = 27agsad, — a3,. In acest caz sistemul de ecuatii (2.15)

nu este compatibil. Astfel a fost demonstrata urmatoarea afirmatie

Teorema 2.1. Sistemul diferential cubic (2.15) are doud drepte invariante paralele (2.6) si
o cubica invariantd ireductibila (2.13) daca si numai dacd se realizeaza cel putin unul din

seturile de condifii (1) — (9).
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2.3. Conditii de centru pentru sistemele cubice cu doua drepte invariante

paralele si o cubica invarianta

Fie sistemul cubic (2.1) are dou& drepte invariante paralele (2.6) si o cubica invarianta
ireductibila (2.13), adicd se realizeaza conditiile Teoremei 2.1. In cele ce urmeaza vom

determina unele conditii de existentad a centrului pentru (2.1) in punctul singular O(0,0).

Lema 2.3. Pentru ca originea sistemului de coordonate sa fie centru pentru sistemul cubic

(2.1) este suficient sa se realizeze cel putin unul dintre urmatoarele doud seturi de condifii:

()a=f=k=p=r=d=1=q=0,s= (=20 — 5bc + 2bg — 3c* + 3cg + n)/3,

{i)a=f=k=p=r=1=0g=[b0*—d)/(2d), m = 30> +d?), c = =3,
n=(—2m)/3, ¢ = (bm)/(6d), s = (—b*m)/(6d?).

Demonstratie. In cazurile (i) si (ii) sistemul (2.1) posedd doud drepte invariante paralele
si 0 cubicd invariantd. Sistemul (2.1) este Darboux integrabil i are integrala prima de forma
1520 = C.

In cazul (i): lis = 2+ (c £ V& —dm)z, ® = 3(z> +12) — 200 + ¢ — g)2® si
ay = —4b —3c+3v2 —dm, ay = 4b+3c + 3V —dm, az = =2/ —4dm.
In cazul (ii): 11y = 2 — (3b 4 iV/30% + 12d2)x, ® = 3d*(2® + y?) + bP2® — 3bdPay? — 2d%y°

§1041:17042:].,043:—].. 0

Lema 2.4. Urmdatoarele doud serii de condifii sunt suficiente ca originea sistemului de co-

ordonate sa fie centru pentru sistemul cubic (2.1):

)a=f=k=p=r=0,101=[bb+49 —c)d]/9, m = 2(b+ g)(c — 2b — 2g),
q = [(c—g—2b)d]/3, n = [(2b+4g9—c)(bb+4g—c)]/3, s = [(2b+g—c)(c—20—49)]/9, d* =
(2b+4g — ¢)(4b+ 29 + ¢);

(i) a=f=k=p=r=1=0,g=b+c, n="bb+g), m=—2b(b+g), s = —b(b+g),
q=d(b+g), 166> — 3d? = 0.

Demonstratie. In fiecare din cazurile (i) si (i) sistemul (2.1) este Darboux integrabil si

are factor integrant de forma

= 101520,

42



In cazul (i): Iy = 14+2(b4 )z, Iy =1 — (2b+ 29 — c)z, & = 3(2 + ) + =[(2b + 4g —
c)x? + 2dry + (4b+ 29 + c)y*] si a1 = 0, ap = (=3)/2, az = (—1)/2.

In cazul (ii): I, = 1 —2bx, lo = 1+ (c + 2b)x, & = 12d%(2? + y?) — (4bx — dy)® si
a;=—1, as =0, ag = (—4)/3. O

Lema 2.5. Pentru ca punctul singular O(0,0) sa fie centru pentru sistemul cubic (2.1) este

suficient sd se realizeze cel putin unul dintre urmatoarele doud seturi de condifii:

(a=f=k=p=r=0,c=20+2g, L =[b+0c)d]/9, q=(dg)/3, s = (29°)/9,
m = (12bg + 8¢* — d?)/9, n = [2(d*> — 3bg — 2¢?)]/9;

(i) a=f=k=p=r=Il=q=s5=0,9g=—b, c=—2b, m = (166> — 3d*)/16, n = —m.

Demonstratie. In fiecare dintre cazurile (i) si (i) sistemul (2.1) este Darboux integrabil si
are integrald prima de forma [5°® = C.
In cazul (i): I3 = 3+ 2gz + dy, ® = 3(2® 4+ y?) + 2[292% + 2dzy + (6b+ 49)y?] si a3 = —2.
In cazul (ii): Is = 4 — 4bzx + dy, ® = 12(a® + 3?) — 12b2® — 12bxy® + 9daz?y + dy® si
ag = —3. O

Lema 2.6. Urmatorul set de conditii este suficient incdt originea sistemului de coordonate

sa fie centru pentru sistemul cubic (2.1):

a=f=k=p=r=d=1=q=0,m=[(3cu+2bu+3v)(cu—2bu—3v)]/(16u?), g =
b+c—u,n = [(2bu—cu—3v)(2bu+3cu+3v)]/(16u?), s = [(8u* —9cu—6bu—9v)v]/(8u?).

Demonstratie. Sistemul (2.1) poseda doua drepte invariante paralele
Iy = 4u + (3v + 2bu + 3cu)x, ly = 4u + (cu — 2bu — 3v)x
si o cubica invarianta
¢ = 12u(z® + y?) + z[(9v + 6bu + 9cu — 8u?)z? + 3(3v + 2bu + 3cu)y?].
El este invariant la transformarea (z,y,t) — (z, —y, —t) si este simetric fatd de axa Ouz.

Prin urmare, originea sistemului de coordonate este centru. U

In continuare vom determina numarul minim de marimi Lyapunov necesare, incat anu-

larea lor sa implice existenta centrului in originea sistemului de coordonate.

Teorema 2.2. Fie sistemul cubic (2.1) posedd doud drepte invariante paralele (2.6) $i o
cubica invariantd ireductibila (2.13). Atunci punctul singular O(0,0) este centru daca i

numai daca primele doud marimi Lyapunov se anuleazd.
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Demonstratie. Pentru demonstrarea teoremei, calculam primele doud marimi Lyapunov
Ly si Ly in fiecare din seriile de conditii (1)~ (9) dupa algoritmul descris in Cozma [31]. In
expresia pentru L; vom neglija numitorii si factorii nenuli.

In cazul (1) prima mérime Liapunov se anuleaza, si avem conditiile din Lema 2.3, (i).

In cazul (2) din anularea primei marimi Liapunov obtinem [ = [d(5b — ¢+ 4¢)]/9. Atunci
avem Lema 2.4, (i).

In cazul (3), marimea L, = 0 implicd ¢ = —3b. Atunci avem Lema 2.3, (ii).

In cazul (4) din anularea primei marimi Liapunov obtinem

b= laiz(aiy — 243ags)]/[27ags(9ad; — aty)].
A doua méarime Liapunov este Ly = 27a2; — a?y. Dacd Ly = 0, atunci m = ¢?/4, ceea ce este
in contradictie cu presupunerea din Lema 2.1. Prin urmare, O(0,0) este focar.

In cazul (5) prima marime Liapunov este Ly = aj3 + b. Daca a;2 = —b, atunci L; = 0 si
avem Lema 2.4, (ii).

In cazul (6) din anularea primei mirimi Liapunov obtinem b = [ags(1 — 8857350% —
183708v°% — 5346v* — 108v?)]/[216v3(729v* + 180% + 1)]. A doua marime Liapunov este
Lo = fifo, unde f; = 27v? — 1, fy = 53144108 +787320% +238140* +108v2 4 1. Daca f; = 0,
atunci (k,l,m,n,p,q,r,s) = 0 si sistemul (2.1) devine un sistem patratic. Ecuatia fo =0 nu
are solutii reale. Prin urmare, punctul singular O(0, 0) este focar.

In cazul (7) prima mérime Liapunov se anuleazi. Obtinem conditiile din Lema 2.6, (i).

In cazul (8) prima marime Liapunov este L; = 2b + 2g — ¢. Dacd ¢ = 2(b + g), atunci
avem Lema 2.5, (i).

In cazul (9), obtinem ci L, = 2b+ ¢. Dacd Ly = 0, atunci avem Lema 2.5, (ii). O

Tinadnd cont de Teorema 2.2, conditiile necesare si suficiente ca originea sistemului de

coordonate sa fie centru pentru sistemul (2.1) sunt rezumate in urmétoarea teorema.

Teorema 2.3. Originea sistemului de coordonate este centru pentru sistemul cubic (2.1), cu
doua drepte invariante paralele si o cubica invarianta ireductibila (2.13) daca gi numai daca

se realizeaza cel putin unul dintre seturile de condific din Lemele 2.53-2.6.

Urmatorul exemplu ne arata ca pentru existenta centrului cerinta ca primele doud marimi

Lyapunov sa se anuleze este esentiala. Sistemul cubic

1 = y(25c*2% + 108cx + 108)/108, ¢ # 0,
y = —(1296x + 1242cx? + 936czy — 702cy?* + 297223 + 417c% 2%y — 221c2xy® — 9c%y?) /1296
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are doud drepte invariante paralele 18 4 ¢(9 £ /6 )z = 0 si o cubicd invarianta ireductibild
54(2? + y%) + ¢(3x + y)® = 0, iar in punctul singular O(0,0) avem cd L; = 0 si Ly =
(—5c*)/648 £ 0, adica acest punct singular este de tip focar.

Dac# nu se realizeaza conditiile din Teorema 2.3 si L1 = 0, atunci Ly # 0. In acest caz
0(0,0) este focar slab de multiplicitatea maximala doi si din origine pot fi bifurcate cel mult
doua cicluri limita de amplitudine mica.

In rezolvarea problemei centrului pentru sistemul cubic (2.1), cu doud drepte invariante
paralele si o cubicd invarianta ireductibild (2.13), un rol determinant l-a avut integrabilitatea

Darboux si reversibilitatea, ceea ce se confirma de urmatoarea teorema.

Teorema 2.4. Orice sistem cubic cu puncte singulare de tip centru, doud drepte invariante

paralele gi o cubica invariantd ireductibila (2.13), este Darbouz integrabil sau reversibil.

2.4. Concluzii la capitolul 2

Capitolul 2 este dedicat rezolviarii problemei centrului pentru familia de sisteme diferentiale
cubice cu doud drepte invariante paralele i o cubicd invariantd ireductibild. In el pentru
familia data a fost solutionata problema consecutivitatilor centrice:

— au fost obtinute 9 seturi de conditii necesare si suficiente incat sistemul cubic (2.1) sa
posede doua drepte invariante paralele si o cubica invarianta ireductibila;

— s-a demonstrat cd ciclicitatea punctului singular O(0, 0) in sistemul cubic (2.1) cu doua
drepte invariante paralele i o cubica invarianta ireductibila este cel mult doi;

— au fost obtinute 7 seturi de conditii necesare si suficiente de existenta a centrului in
sistemul cubic (2.1) cu doud drepte invariante paralele si o cubica invariantd ireductibila;

— s-a demonstrat ca orice centru in sistemul cubic (2.1) cu doud drepte invariante paralele
si o cubica invarianta rezulta din integrabilitatea Darboux sau din reversibilitate.

Rezultatele expuse in acest capitol au fost publicate in lucrarile [47], [38], [51].
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3. SISTEME CUBICE CU UN FASCICOL DIN DOUA DREPTE
INVARIANTE SI O CUBICA INVARIANTA

In acest capitol pentru sistemul diferential cubic (2.1) cu punctul singular O(0,0) de tip
centru sau focar sunt obtinute conditiile necesare si suficiente de existenta a unui fascicol
format din doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila. Se determina ciclicitatea
punctului singular O(0,0) si se rezolva problema centrului cu un fascicol format din doua
drepte invariante si o cubicd invariantd ireductibila. Se demonstreaza ca (1 + a1z —y, 1+

asr — 1y, T2+ y? + azor® + a1 x*y + apzry® — y3; N = 3) este o consecutivitatea centrica.

3.1. Conditii de existenta a unui fascicol din doua drepte invariante

si o cubica invarianta, cazul f # —2

Fie sistemul diferential cubic (2.1) are doua drepte invariante [y, l; concurente ce se
intersecteaza in punctul singular real (zg,yo). Conform Sectiunii 2.1, fara a restrange gene-

ralitatea, dreptele pot fi luate in forma (2.7), adicd sa treaca prin punctul singular (0, 1):
li=14ax—y=0,0a;€C, j=1,2; ag—ay #0. (3.1)

Conform Lemei 2.2, dreptele (3.1) sunt drepte invariante pentru sistemul (2.1) daca gi numai

daci se realizeazi conditiile (2.11). In acest caz sistemul cubic (2.1) se scrie sub forma:

T =y+ar®+cry + fy* + [(a — 1)(a; + az) + gl +
+[d+2—a—a}— (a1 + a)(ag — ¢)]z?y+

H(f +2) (a1 + az) + b = cJay? = (f + 1)y* = Pla,y), (3.2)

y=—x—g2x® —dry — by* + (a — )ajasx® + [g + araz(c—
—ay — ap)]2*y + [(f + 2)aras + d + 1zy® + by® = Q(x,y).
In cele ce urmeazi, pentru sistemul cubic (3.2), vom determina conditiile de existenta a
unei cubice invariante de forma (2.13) ce trece prin punctul singular (0, 1), adica formeaza cu

dreptele invariante (3.1) un fascicol de curbe. Pentru ca cubica (2.13) sa treaca prin punctul

singular (0, 1), vom cere ca ag3 = —1, atunci ea are forma

D(z,y) = 2% + ¥ + agor’ + an’y + appry® — 3y’ = 0. (3.3)
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Conform Definitiei 1.1, cubica (3.3) este o cubica invarianta pentru sistemul (3.2) daca
existd aga un polinom K (z,y) = ¢10x + co1y + Co0? + c112Y + cooy?, numit cofactorul cubicei

invariante, incat in x si y are loc identitatea

0P 0D
P(z, y)% + Q(z, y)a—y = ®(z,y)(c202” + cr12y + o2y’ + CroT + cory). (3.4)

Egaland in (3.4) coeficientii de pe langa aceleasi puteri ale monoamelor z'y’, vom reduce
aceastd identitate la un sistem format din cincisprezece ecuatii {F;; = 0} in raport cu

necunoscutele asg, as1, @12, C20, €11, Co2, C10, Co1- Din el aflam d, g si coeficientii cofactorului

oo = [2(f + Dawa(aty + 3az) — 2((f +2)(a1 + az) — ¢)(aiy + 2a21)+
‘|—(112(2CL — 11+ 2((11 + CL2)2 + 2a1a2(f + 1) - 20(@1 + (12))+
+36L30(2f + 5) + G(b + c(a1a2 + 1) - alag(al + ag))]/2,

e = [2(f + Daty — 2a12((f +2)(a1 + a2) — ¢) + an (4f + 13)+
+3(5 — 2a + 2f + 2a1a2(f + 2))] /2,
coe = (f +1)ara + 3b, c10 = 2a — aa, co1 = arz — 20,
d = (3as —2a+2f+3)/2, g = (3a3 — 3a12 + 2b+ 2¢) /2,

iar asg, asq, a2 sunt solutiile sistemului de ecuatii algebrice:

Fso = ago(aly + 2a91)((f + 2)(a1 + az) — ¢) + (az1a1a9 — arzazp)(a — 1)—
—CL30<0J?2 + 3a12a21 + 3@30)<f + 1) + 3&30((11 + ag)(alag +a— 1)"’

+ar2a30((ar + az)(c — a1 — az) — aras(f + 1)) — 3cazparag = 0,

Fy = (a2ya91 + asaso + 2a3,)((f +2)(ay + as) — ¢)—
—(f + D)(atya01 + atyas + 3a12a3; + Sazaz)+
+2a91 (a1 + ag)(araz — 1+ a) — 2a1az(cag; — ajz(a —1))— (3.5)
—(a12a91 + 3azg)(a — 1+ aras(f + 1) + (a1 + az)(a; + az — ¢)) = 0,
Fyp = (afy + 3ai2a21 + 3az0) ((f +2)(a1 + az) — o)+
+aip(aras +a — 1)(ay + ag) + a1a2(3 — 3a — cajn)—
—(aiy + 4afyaz + darzazy + 2a3,)(f + 1)—
—(a2y + 2as91)(a — 1+ aras(f + 1) + (a1 + a2)(ay + az — ¢)) = 0;
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Fyo =2a3,((f +2)(a1 + a2) — (f + 1)aia — ¢) — 3arza (2f + 1)+
+a19(5 — 2a + 2c(a; + az) — 2(ay + az)? — 2(f + 1)ajaqz)+
+2a01(2(f + 2)(a1 + az) — b — 3¢) + ago(2a — 6f — 9)+
+4(a1 + ag)(a — 1) — agasg + 6araz(a; +as —¢) —2b—2¢ =0,

F31 = (4b + 66)@30 — (2f — 4)&%2 — 8&12@30 + 2&21 (a - 3f - 5)+
+2(L12<<CL1 + CL2>(f + 2) —2b— 3C> + CL1(L2(4CL — 6f — 20>— (36)
—a3; —4(a? +a3) +4clay +as) —2a —2f —1 =0,

Fpp = af((f + Dawe — (f +2)(a1 + az2) + ¢) + 3azan (f +2)+

tarz((ay + az)? + (f + 1)ajas — clag + az) + 3f + 6)—
—(agr + 1)(b+2(f +2)(a1 + a2)) — araz(a; +ay —¢) =0,
Fis = (a2 —a1)(a2 —az)(f +2) = 0.
Notam j, = aip(ar + az) — 3a1as — aiy — 2a91, jo = [+ 1, jz = a3 — aja12 — agaz — azo,
Ja=a} —alayy — ajag — aze, js = dadyazg — alyal; + 18asasiazy — 4a3; + 27aZ,.
Solutiile sistemului {(3.5), (3.6)} in raport cu asg,as, aiz, unde (asp, asi,az) # 0 ne

determiné cubicele invariante (3.3) ale sistemului (3.2). Totodata vom presupune ca

(a1 —a2)(f +2) #0. (3.7)

Ecuatia Fi3 = 0 din (3.6) ne implicad de a fi cercetate doud cazuri: ay2 = a1 §i a2 = as.

3.1.1. Cazul a;3 = a;, az; = —1
Fie ajo = a; si ag; = —1. Atunci Fi3 = 0 si Fy, = 0. Se impun doué cazuri:
ay =1/a; ¢ as # 1/a;.
3.1.1.1. Fie as = 1/a;. In acest caz ecuatia By = F3; + 2F35, = 0 are forma
= [(f +2)a? — 2ba; — 3f — 6](azp — a;) = 0.

Daca asy = aj, atunci cubica (3.5) este reductibila. Daca aszy — a; # 0, atunci ecuatia
E; = 0 are solutia b = [(a? — 3)(f +2)]/(2a1).

Calculam rezultanta polinoamelor Fyg si Fyo in raport cu f. Obtinem ca Res(Fxg, Fyo, f) =
(azo —ay)(a — 1) f1f2, unde fi = ajazg — 1, fo = a? — 3ayaszy — 2.

Fie a = 1. Din Fyy = 0, avem (f + 1)fs = 0. Presupunem cid f, = 0, atunci agy =
(a2 —2)/(3a;). In acest caz F5o =0, Fyo=0si F3; = (a7 —3)(f +1) = 0.

Dacé a? = 3, atunci obtinem urmitorul set de conditii pentru sistemul (3.2)
(1) a=1,b=0,d=f—1, g=(3c—4a;1)/3, a3 =3, ay = a1 /3.
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Cubica invarianta are forma 12(z? + y*)(1 — y) + (¢ — g)(2® + 9zy?) = 0.

Cazul a? # 3 si f = —1 implicd ¢ = (a? + 1) /a; si se contine in conditiile (8), pag. 50.

Sa admitem ca fy # 0 si fie f = —1. Atunci F3, = 0 implica ¢ = (a? + 1)/a; si acest caz
la fel se contine in setul de conditii (8).

Fiea # 11 fi = 0. Atunci azg = 1/a;. Exprimam a din Fyy = 0 si ¢ din F3, = 0. Atunci
obtinem ca Fy; # 0.

Fie (a —1)f1 # 0 si fo = 0. Atunci azy = (a? — 2)/(3ay) si Fyo # 0.
3.1.1.2. as # 1/a;. In acest caz exprimam c din Fjy = 0, iar relatia Fy = F3o + F31 = 0 ne
aratd astfel By = ((a1 — 3a2)(f +2) —2b)(a1 — azo) = 0.

Daca azy = aq, atunci cubica (3.5) este reductibila. Presupunem ca azg — a; # 0. Atunci
es = 0 are solutia b = ((a; — 3a2)(f +2))/2 si Fso = (a — 1)(az — ago) = 0.

Presupunem cé azy = as = 0. Atunci F3s = (a1 — 2)(a1 + 2)(f — a+ 2) = 0 si obtinem

urmatoarele trei seturi de conditii pentru existenta unei cubice invariante:
2)b=f+2,c=2—a—f, d=f—a,g=1—a, ag =2, ay =0.

Cubica invariantd este x? + 3> — y(z — y)? = 0.
B)b=—f-2,c=a+f—-2,d=f—a,g=a—1, ay=-2, a3 =0.

Cubica invarianta este 2% + y? — y(x + y)? = 0.
(4) c=[2b(2—a)|/a, d= =2, f=a—2, g=[b(1 —a)]/a, ay = (2b)/a, ay = 0.

Cubica invarianta este a(x? + y?)(y — 1) — 2bxy? = 0.
Presupunem cé asg = ag si as # 0. Calculam rezultanta polinoamelor Fy; gi F32 in raport
cu f. Obtinem ca Res(Fy1, Fy, f) = (as — a1)*(a — 1)J5, unde
Js = daday — a? — 18ayay + 27a3 + 4.
Daca a =11 f = —1, atunci acest caz se contine in setul de conditii (6), pag. 50. Daca

a=1gi f# —1, atunci obtinem urmétorul set de conditii

(5) a=1,d=f—1, b=[(f+2)(a1—3a2)]/2, g = [3(aa—a1)+2(b+¢)]/2, ¢ = [2a1a2(a; +
as) + (f — Day — ao(5f + 7)]/[2(aras — 1)], Fy = 4ata3 — a3 — 6ayay + 15a3 + 4 = 0,

Fsy = 2a}ay — 4a%a} — a2 + 6aia3 — 10a1as + 19a3 + 4 = 0.

Cubica invarianta este (22 + y?)(1 — y) + x(a1y* + asz?) = 0.
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Fie a # 1 si j5 = 0. Ecuatia j5 = 0 admite urmatoarea parametrizare
as = u*(ay +2u), a; = (=3u® —1)/(2u).
In acest caz Fyy = Fyy = ((f + 1)u® 4+ 2a — f — 3)(3u®> — 1) = 0. Obtinem urmitoarele

doua seturi de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

6) a=[f+3—(f+Du?/2, d=f—a, b=—[(f+2)Bu* +1)]/(4u), c = [f(v* + 1) +
ut = 3u?]/(2u), g = [((Bf + Du? + [+ 1)(1 —u?)]/(4u), a; = (—3u® — 1)/(2u), ay =
u?(ay + 2u).

Cubica invarianta este 2u(z? + y?) + (v*x — 2uy — z)(ux + y)* = 0.

(1) b = (=f =2)/Bu), ¢ = (9a+3f—-16)/(%u), d = f—a, g = (9a—10)/(9u),
3u—1=0, ay = (—1)/u, ag = (—u)/3.
Cubica invarianta este 9u(z? + y?)(y — 1) + z(2* + 9y?) = 0.

Presupunem ca as(asy — az) # 0 i a = 1. Atunci Fyo = 0. Daca f = —1, atunci

Fy1 = F35 = 0 si obtinem urmatorul set de conditii:
8) a=1,d=-2, f=—-1, a1 = (2b+3¢)/4, as = (c — 2b) /4

pentru existenta cubicei invariante
12(z% + y*) (1 — y) + 3(2b + 3c)zy® + (¢ — 2b+ 8g)x® = 0.
Presupunem ca f # —1. Calculam rezultanta polinoamelor Fj; si F3s in raport cu as.
Obtinem ca Res(Fy, F3a,as) = —2hih3h%, unde
hy = a? — 3ayazo — 2, hy = 4atazy — at — 18ayazy + 27a3, + 4, hs = a; — azy # 0.

Fie h; = 0. Atunci F3, = 0 are solutia a? = 3 si obtinem urmitorul set de conditii

9) a=1,b=[(f+2)(a1 —3a2)]/2, c = (amaz — f+2) /a1, d=f -1, g=[(b+c)ay —

pentru existenta cubicei invariante 3a;(z? + y*)(1 — y) + 2® + 9zy* = 0.

Fie hy # 0 ¢i hy = 0. Ecuatia ho = 0 admite urmétoarea parametrizare a; = —(3u2 +
1)/(2u), asp = (u® —u)/2. In acest caz avem Fiy = (2uay — u? + 1)(ay + u) = 0 i obtinem

urmatoarele doud seturi de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(10) @ = 1, b= [(f + B — ]/(), ¢ = (f — fo — 6u2)/(2u), d = f—1, g =
(But + fu*+ f+1)/(4u), a; = (=3u* — 1)/(2u), az = —u.
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Cubica invarianta este 2u(z® + y?) + (v*z — 2uy — z)(uz + y)* = 0.
(1) a =1, b=[(f +2(1 - 36)]/(2u), ¢ = (fu — V/u, d = f — 1, g = [(3u — 2/ —
3)(u? —1)]/(4u), a; = (—3u* —1)/(2u), as = (u* — 1)/(2u).

Cubica invarianta este 2u(z? + y?) + (v*x — 2uy — z)(ux + y)* = 0.

3.1.2. Cazul a;; = a;, az; # —1
Fie a1 = a1 si as; # —1. Atunci ecuatia Fyy = 0 are solutia b = (f + 2)(a; — 2as).
3.1.2.1. Fie j; = 0 si azy = (ar1az(a; — 2as9))/3. In acest caz avem ag; = —ajas si
F5o = (a — Dayaz fifo =0, Fiu = (a1 + ag — c)araz fifo =0, Fzo = (f + arazfifa =0,

unde f; = a; + as, fo = a1 — 3as.

Presupunem céd a; = 0. Atunci ecuatia Fjyy = 0 implicd ¢ = 2(f + 1 + a)ay si

F31=2a+2f+1)(2as + 1)(2a3 — 1) = 0.
In acest caz obinem urmatoarele trei seturi de conditii pentru existenta cubicei invariante

22 +y? — y3 = 0 in sistemul (3.2):

(12) b=—f—-2, c=f+14+a,d=(2f+3—-2a)/2, g=a—1, a1 =0, az = 1/2;
(B) b=f+2, c=—f—a—-1,d=(2f+3-2a)/2, g=1—a, a1 =0, ay = —1/2;
(14) a=(=2f—1)/2, b=2c(—f—2), d=2(f+1), g=b+c, a1 =0, ay =c.

Presupunem ci a; # 0 gi ay = 0. Atunci Fyp = 0 implicd ¢ = a1(2a — 2f — 3)/2, iar
ecuatia F3; = 0 are solutia a = (=2f — 1)/2. Obtinem urmatorul set de conditii
(15) a = (=2f=1)/2, d=2(f+1), c= =2b(f + 1)/(f +2), g = =b(2f +3)/(2f + 4),
ay :b/(f+2), ag =0
pentru existenta cubicei invariante bxy? + (f + 2)(z* + y* — y*) = 0.
Presupunem ci ayas # 0 si a; = —ay. Din Fyg = 0, obtinem ¢ = a1(a? — 6f — 2a — 7)/2
si Fy1 = (2a+2f+1—a})(3a} —1)(a? 4+ 1) =0.
Daca a? = 1/3, atunci obtinem urmatorul set de conditii
(16) b = 3(f + 2)ar, ¢ = [—a1(B3a +9f +10)]/3, d = f—a+ 2, g = [a1(2 — 3a)]/3,
as = —ay, a2 =1/3.
Cubica invarianta este 3(z? + y?) — (a;z — y)(2® — 3y*) = 0.

Daca a? # 1/3 si 2a + 2f + 1 — a? = 0, atunci avem urméatorul set de conditii
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(17) a = (G%—Qf—].)/2, b = 3(f+2)6l1, ¢ = (_Qf_g)ab d = 2a+4f+3a g =
(—=3a —2f)ay, ay = —ay.

Cubica invarianta este 2% + y? — (a1 + y) (a1 — y)* = 0.
Presupunem cé ajas(as + a;) # 0 ¢i a1 = 3ap. Exprimam ¢ din Fyy = 0, iar ecuatia

F3; = 0 are solutia 2a + 2f + 1 + 3a3 = 0. In acest caz, obtinem urmatorul set de conditii

(18) b= (f +2)az, d =2a+4f +3, g=c—ax(a+3), ¢c =as(l —2af+ 17a — 2f* +
71)/[3(a+ f+1)], 3a3+2a+2f +1=0, a; = 3as.

Cubica invarianta este 22 + y? 4 (agz — y)* = 0.
Presupunem ca ajas(az + a1)(a; — 3az) # 0. Atunci din sistemul (3.5) obtinem a = 1,

f=—1, ¢ =ay + ay, iar sistemul de ecuatii (3.6) nu are solutii reale.

3.1.2.2. Fie j; = 051 agy # (a1a2(a; — 2as))/3. In acest caz exprimam ¢ din Fy, = 0 si a
din Fy; = 0. Obtinem Fy5q = j2737475 = 0.

Admitem ca j, = 0. Atunci f = —1, iar ecuatia Fyy = 0 are solutia azy = —b. In acest
caz sistemul de ecuatii (3.6) nu are solutii reale.

Presupunem ca j, # 0 si fie j3 = 0. In acest caz azo = as si sistemul (3.6) este compatibil
daca (a1 — ag)(f + 2) = 0, ceea ce contrazice cu presupunerea (3.7).

Admitem ca jpjz # 0 si fie j; = 0, atunci azy = aas. Acest caz se contine in setul de
conditii (27), pag. 55.

Presupunem ca jojsjs # 0 si fie j5 = 0. Atunci ecuatia j5 = 0 admite urmaétoarea
parametrizare a; = v(36 — 5v)/(12u(v — 9)), a1 = (v — 9)/u, azy = v*(4v — 27)/(108u?).

Obtinem urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(19) a = (18u* —v(f +1)(4v —27))/(18u?), ¢ = (2fv —18f +v)(54 — Tv)/[12(v — 9)u], b =
[(f + 2)(110% — 144v + 486)]/[6(v — u], g = [(4v — 27)v* + T2u?(c + b) — 108(v —
9)u?]/(72u?), d = [4(2f+3—2a)u*+v(5v—36)]/(8u?), f = [3888(v—9)u*+T72u?(128v3—
288002 + 21384v — 52488) — v} (16Tv> — 22770 + T776)] /[2592u*(9 — v) — T2u?(620° —
143102 + 106920 — 26244) + 802 (4v — 27)%(20 — 9)], Fio = 1296(v — 9)%u* — 360u2(110° —
1440 + 486)(5v — 36) — v3(47v* — 603v + 1944) (v — 9) = 0, as = v(36 — 5v)/(12u(v —
9), a1 = (v—9)/u.

Cubica invarianta este 108u*(z* + y*) + (4vx — 27z — 3uy)(ve + 6uy)® = 0.
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3.1.2.3. Fie j, = 0si j; # 0. In acest caz f = —1. Exprimim a din Fy, = 0 si obtinem

Fso = [4a3,a30 + a2 a1a2(ay — 2as) + 2as1a30(a? + Sajas — 3a3)+
+3a,(2a; + 3az) + 4azpatad](c — a; — ay) =0,
Fy = [4a3, + a3,(a? + 6a1ay — 4a3) + 2as as0(3az — 2a1)+

+2CL216L%CL2<CL1 — (1,2) — 9@%0 + 2(130(11@2(@1 — 3@2)](0 —ay — CLQ) = O

Presupunem ca ¢ = a; + a9, atunci F5g = 0 si Fy; = 0. In acest caz sistemul de ecuatii

(3.6) nu are solutii reale.

Presupunem ca a; + ay — ¢ # 0. Calculam rezultanta polinoamelor Fyy si Fy; in raport
cu ay. Obtinem ca Res(Fxg, Fu1,a2) = fifojs, unde fi = ajag; + asg, fo = a3ag; + 3aazy +
2a3,, js = 27a3, + 2a1a30(2a? + 9asy) — a3y (a? + 4agy).

Fie fi = 0, atunci azy = —ajas; si Fiyy = (a? — az1)(a3 — a1 )az = 0. Cazurile ag; = 0 si
as = a? se contin in seturile de conditii (25) si (26), respectiv. Sa presupunem ci as; = a3.

Exprimim « din F3; = 0 si a; din Fyy = 0. In acest caz obtinem urmitorul set de conditii

(20) a = (a3 —as+2c)/(2as), d = (a3+ay—c)/az, f=—1, b=a,—2as, g = (2c—3a,a5—
ay —4as)/2, a; = (ay — 5a3 + 3ca3 — ¢)/(2a3)

pentru existenta cubicei invariante 22 + y? — (12 — y)(asx — y)(asz + 1) = 0.

Fie fi # 05 fo = 0. Atunci azg = —a21(a? + 2a21)/(3ay). Ecuatia Fy; = 0 are solutia
as = —a3/3. Exprimam c din F3; = 0 si stabilim c& acest caz se contine in (29), pag. 56.

Fie fifs # 0 j5 = 0. Ecuatia j; = 0 admite urmatoarea parametrizare

azo = [(4a1v + 9)(a1v + 9)?]/(1080?), ag; = [(bajv + 9)(av + 9)]/(120%).

In acest caz Fs50 = hihe = 0, unde hy = a1v + 6asv + 9, hy = 4a1v — 3asv + 9.

Daca hy = 0, atunci F3; = 0 nu are solutii reale. Daca h; # 0 si hy = 0, atunci
v =9/(3ay — 4ay). Exprimam c din F3 = 0. In acest caz Fyg = ejes = 0, unde

e1 = 3a? — 2a,a9 — a3 + 4, e3 = a? — 6ayas + Ha3 — 4.

Sa presupunem ca e; = 0. Ecuatia e; = 0 admite urmatoarea parametrizare a; =
(u? —4)/(4u), az = (—3u* — 4)/(4u) si acest caz se contine in conditiile (24), pag. 54.

Presupunem ca e; # 0 si fie e = 0. Ecuatia e; = 0 admite urmatoarea parametrizare
a; = (5u? — 4)/(4u), ay = (u? — 4)/(4u). Acest caz se contine in conditiile (23), pag. 54.
3.1.2.4. Fie j3 = 0 si jij» # 0. In acest caz avem agy = az(a2 — ayas — az). Exprimam a
din F3y = 0 si obtinem Fj; = g1g293g4 = 0, unde g1 = a3 — as1, go = 2a1a — 3a3 + asy, g3 =

a% + 2a,a9 — Sag + dagy, g4 = (a1 —ag)f — 2as + c.
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Presupunem ca g; = 0. Cazul f = (—3)/2 se contine in conditiile (27), pag.55. Daca

2f 43 # 0, atunci obtinem urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(21) a = (a2 +2f +5)/2, b = —(f +2)(3a3 + 1)/(2a3), ¢ = (fa3 + 3a2 + f + 1)/as,
d=a%—1, g=(2f +3—3a3 — 2fa3)/(4as), a1 = (a3 —1)/(2as).

Cubica invarianta este 2as(2? 4+ y*) — (a3z — 2a2y — x)(agz + y)(agz — y) = 0.
Presupunem ca g; # 0 si fie go = 0. Atunci ag; = as(3az — 2a;) si Fyy = 0. In acest caz

obtinem urmatorul set de conditii:

(22) a = (2 — u*(a3 + 2a9u — 3))/[2(u* + 1)], f = (—a2 — 2aou — 4u* — 3)/[2(u? + 1)],
g = (3a1a3 — 3a; — 6a3 +2b+2¢)/2, d = (3+ 2f — 2a — 6aas + 9a3) /2, 2u*(c+ 11b —
4u) +u((20+¢)* —9) + 180 =0, a1 = 2as + u, az = (¢ — 2u + 2b)/3

pentru existenta cubicei invariante 2? + y? + (uz — y)(agx — y)? = 0.
Presupunem ci ¢1g, # 0 si fie g3 = 0. Atunci ag, = (302 — a? — 2a1a5)/4 si Fyy = 0. In
acest caz exprimam c din F3; = 0 si obtinem ca Fjy = s1592 = 0, unde
s1 = a} — 6ajag + 5a3 — 4, sy = (2f +5)ad — (4f + 6)ajas + (2f + 1)a3 + 8f + 12.
Dacid s; = 0, atunci aceastd ecuatie admite parametrizarea a; = (5u? — 4)/(4u), ay =

(u® — 4)/(4u). In acest caz obtinem urmitorul set de conditii

(23) a = (8fu* + (u? +4)3)/[4(4 — u?)], d = (8f — 8a + 12 — 3a? — 6ajay + 9a3)/8, b =
(7 +2)(Bu +4)/ (), ¢ = ((3— fu + 1272 +16)/[2u(u? —4)], g = (3aa(as — a)? —
12a; + 8(b+¢))/8, a1 = (bu* — 4)/(4u), ay = (u* —4)/(4u).

Cubica invariantd este 16u(x? + y?) + (v’x — 4z — duy)(uxr — 2y)? = 0.

Fie 51 # 0 si 55 = 0. In acest caz avem urmatorul set de conditii

(24) b = [((8a + bu?* — 12)u* + 32(a — 1))(a — 1)]/u’, ¢ = [(u® + 8 — 8a)(u? + 2)]/u?,
d = [(2a — 5)u? + 16(a — 1)]/u?, f = 2(2a — 2 — u?*)/u?, g = [agu(16ay + 3u® +

20u)]/[8(u? +4)], a1 = as +u, ay = [32(1 — a) + u*(12 — 8a — u?)]/(4u?).

Cubica invarianta este 4(z? 4+ y?) + (a17 — agz — 2y)*(asx —y) = 0.
Presupunem ci g1¢295 # 0 5i fie g4 = 0. Atunci ¢ = (f+2)ay— fai i Fyy = 0. In acest caz
sistemul de ecuatii { Fyo = 0, F3; = 0} este compatibil daca gi numai daci (a3 —az)(f+2) = 0,

ceea ce este in contradictie cu presupunerea (3.7).
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3.1.2.5. Fie j4 = 0 i j1j273 # 0. In acest caz avem azo = —aiaz1. Exprimam a din F3, =0
si obtinem Fy; = hihohs = 0, unde hy = ag;, hy = a3 — as1, hy = a1 + as — c.
Fie hy = 0. Cazul f = (—3)/2 se contine in (27). Dacd 2f + 3 # 0, atunci obtinem

urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(25) a =1, b = —[(f + 2)(4a3 + 1)]/(4az), ¢ = (da3 + [ +1)/(2a2), d = (2f +1)/2,
9 =1[(2f +3)(1 —4a3)]/(8az), a1 = (4a3 — 1)/(4az).

Cubica invarianta este 4as(z? + y?) + (4daizr — dasy — x)y* = 0.
Sa presupunem ca hy; # 0 si fie hy = 0. Atunci ag; = a?. Exprimam c din Fy; = 0 si
obtinem ci Fjo = 114 = 0, unde i; = 2f + 3, iy = (5a? — dajas + 2)a? + 4as(ay — az) + 1.
Fie iy = 0, atunci f = (—3)/2 si acest caz se contine in conditiile (27). Presupunem c&
i1 # 0 gifie iy = 0. Ecuatia iy = 0 admite urmétoarea parametrizare a; = (u?>—1)/(2u), ay =

(5u* — 2u? +1)/(8u?). In acest caz obtinem urmitorul set de conditjii

(26) a = (4fu® —4f +u* + 12u* — 5)/(8u?), ¢ = (4fu* + 4fu? + 15u* + 1)/(8u?), b =
—[(f+2)Bu* +1)]/(4u?), d = (2fu® +2f + u* — 3u® +4)/(4u?), g = —[(4f + 3u® +
3)(u? —1)?]/(16u?), a1 = (u* —1)/(2u), ag = (5bu* — 2u® +1)/(8u?).

Cubica invarianta este 2% + y? — (@17 + y) (a1 — y)* = 0.

S& presupunem ca hihy # 0 si fie hy = 0. In acest caz avem a; = ¢ — ag, f = (—3)/2 si

obtinem urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:
(27) d=2a—-3, f=(=3)/2, g=2(1 —a)(b+¢), a1 =2(b+¢)/3, az = (c —2b)/3.

Cubica invarianta este 3(z? + y?) — (2ax?* — 22* — y?)(2bx + 2cx — 3y) = 0.

azo = (4adu® + 81la?u? + 486ayu + 729)/(108u3), as = (5atu? + Sdayu + 81)/(12u?).
Reducem ecuatiile F5qg = 0 si Fy; = 0 dupa parametrul a din F33 = 0. Atunci avem ca
Fy1 = 5159 =0, unde 81 = aju + 3, so = (Ta1 f + a; — 6ay + 6¢)u +9f + 9.
Presupunem ca s; = 0, atunci a; = (—3)/u. Exprimam c din F3; = 0 si substituim in
(3.6). Obtinem ca Fjg = rire = 0, unde
= 2f +3)u? +2f + 7, ro = (4a% — V)ut + 12a9u> + dasu + 6u? + 3.
Fie r; = 0, atunci f = (—=3u? — 7)/[2(u? 4+ 1)] si gdsim urmatorul set de conditii pentru

existenta unei cubice invariante:
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(28) a = (2u*+3u®—3)/[2u*(u*+1)], b = (2aou+3)(3—u?)/[2u(v®+1)], c = [agu(u®+1) —
3u? = 7]/[u(u?+1)], d = —(u*+8u?+3)/[u?(u?> +1)], f=—-Bu?+7)/[2(u*>+1)], g =
(8agu® + u? — 3)/[2u3(u* + 1))], a; = (=3)/u.

Cubica invarianta este u®(z? + y*) — (x + uy)® = 0.
Presupunem ca r; # 0 si fie 7 = 0. Ecuatia o = 0 admite urmatoarea parametrizare

as = (14602 —3v*)/(8v?), u = (2v)/(v?>—1). In acest caz obtinem urmitorul set de conditii:

(29) a=[4f(1—v*)(3v*—1)—(v*+1)(3v*+5)]/[8v*(v*—3)], b = —(f+2)(3v*+1)/(4v?), ¢ =
[(4F — 17005 + (19 — 40)0* + (20f — 31)02 — 3]/[803(v? — 3)], d = [2(f +8) — 305 +
10(f + 3)v* — (20f + 47)v%]/[4v?(v? — 3)], g = [(1 — v?)(3v° + (4f + T)v* + (48f +
TT)v? + 12f + 9)]/[1603(v? — 3)], a1 = 3(1 — v?)/(2v), as = (1 + 60* — 3v*)/(8v3).

Cubica invarianta este 8v3(z? + %) — ((v2 — 1)z + 2vy)3 = 0.

S& presupunem ca s; # 0 si fie s, = 0. Atunci ay = (7a; fu + ayu + 6cu + 9f +9)/(6u).
Exprimam c din F3; = 0 si obtinem Fyy = u?(256f2 + 768f + 527)a? + 18u(64f2 + 192f +
137)a; + 9[16f(f + 3)(u* + 9) + 9(4u* + 35)] = 0. Ecuatia Fjp = 0 admite urmitoarea
parametrizare

a; = 3(3 — 3h? + 2hu) /[4u(h? — 1)], f = (9 — 24h*u — 9h? + 14hu — 24u) /[16u(h? + 1)].

In acest caz obtinem urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubice invariante

(30) b = (f + 2)(a1 — 2a2), f = (9 — 24~h*u — 9h* + 14dhu — 24u)/[16u(h? + 1)], d =
[u?(12 — 8a+ 8f +5a?) + 5dua; + 81]/(8u?), a = [4u?(16h° — 12h* — Th3 — 12h? + 16) +
36uh(2h* —3h3+3h—2)+81h(h*—2h?+1)]/[64u*(h*+1)(h*—1)?], g = [4u3(a}—27a; +
18D+ 18¢) + 81u2a2 +486uay +729]/ (7263, ¢ = [4u?(8hS+34h° —100A*+ 117h? — 100>+
34h +8) +36u (7 — Th' + 18h° — 14h* + 14h% — 18h) + 81A(h* — 2h2 4+ 1)] /[64u2(h2 + 1) (h+
1)(h—1)3%], a; = 3(3—3h?+2hu)/[4u(h®> —1)], ay = (Ta; fu+aju+6cu+9f +9)/(6u).

Cubica invarianta este 108u?(z? + y?) + (duarx — 3uy + 9z)(uza; + 6uy + 9z)* = 0.

3.1.3. Cazul a;, = a,

Cazul a12 = ay este echivalent cu 15 = a;, daci luam in considerare simetria Fj;(ay, az) =

F;j(as2,a1) in sistemul algebric {(3.5), (3.6)}. Astfel, s-a demonstrat urmatoarea teorema.

Teorema 3.1. Sistemul cubic (3.2) are un fascicol format din doud drepte invariante si o
cubica invariantd ireductibila ce trec prin punctul singular (0,1) cand (aqy — a9)(f + 2) # 0,

daca si numai dacd se realizeaza unul din seturile de conditii (1) — (30).
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3.2. Centre in sistemele cubice cu un fascicol din doua drepte invariante

si o cubica invarianta, cazul f # —2

Fie sistemul cubic (3.2) are un fascicol format din doud drepte invariante (3.1) si o
cubica invariants ireductibild (3.3), adici se realizeazi conditiile Teoremei 3.1. In cele ce
urmeaza, vom determina conditiile de existenta a centrului pentru sistemul cubic (2.1) in
punctul singular O(0,0). Vom demonstra ca orice centru in sistemul cubic (2.1), care are un
fascicol format din doua drepte invariante gi o cubica invarianta ireductibila, urmeaza din

integrabilitatea Darboux a sistemului.

Lema 3.1. Urmatoarele trei seturi de conditit sunt suficiente incdt originea sistemului de

coordonate sa fie centru pentru sistemul cubic (2.1):

(ia=1b=1l=s=0,d=f—1, k=g=(cay —4)/ay, m = (4dca; + 3f — 13)/3, n =
2r, p= (8 —car +4f)/ar, ¢ =29, r = —(f +1), af =3;

(i) a=1,d=-2, f=-1, k=g, | =—=b, m=(3¢>— 40> — 4bc — 16) /16, n = —m, p =

b>q:_ga7a:3:0;

(i) d = 2a—3, f=(-3)/2, g=20—-a)b+c), k = (1—a)2b+¢), | = —b,
m = (9a — 4b* —2bc+2c¢* —9)/9, n = (18 = 18a+2b* + bc — ) /9, p = (2b—1¢) /2, ¢ =
2(a—1)(b+c), r=1/2, s=2(a—1)(2b—¢)(b+ ¢)/9.

Demonstratie. In Cazurile (i)-(iii), sistemul (2.1) are integrald prima Darboux de forma
5o =C.
In Cazul (i): b =2+ a1 (1 —y), ® =122 +*)(1 — y) + (c — g)(2® + 92y?), a = —3.
In Cazul (ii): lo = 4+ (¢ — 2b)x — 4y, ® = 12(2? +y?)(1 —y) + 3(20 + 3c)xy? + (c — 2b +

8g)x3, a = —3.
In Cazul (iii): Iy = 3(1 —y) + (¢ — 2b)z, ® = 3(2? +¢?) — (2ax? — 222 — 4?)(2bx + 2cx —
3y), a = —2. O

Lema 3.2. Urmatoarele sapte seturi de conditii sunt suficiente incdt originea sistemului de

coordonate sa fie centru pentru sistemul cubic (2.1):

(i) b=(-1)/5, a= —3b, c=18b, d = 14b, f =11b, g = —2b, k =q=2b,l = —b, m =
n=-9b, p=21b, r = —6b, s =0;
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(i) b = 1/5, a = 3b, ¢ = —18b, d = —14b, f = —11b, g = —2b, k = q = 2b,
[=—=b, m=n=9b, p=21b, r =60, s =0;

(iii) b=(-1)/5, d=6b, f =90, p=0b, r=—4b, l =n = —b, ¢ =1/10, a = 9¢, g =
—c, m= =3¢, g=c, k=(-3)/20, s =0;

(iv) b=1/5, d=—6b, f =—-9b, l=—-b, n=p=10b, r=4b, c=(—-1)/10, a = —9¢, g =
—c, m=3c, q=c, k=3/20, s =0;

(v) a=(-2f—-1)/2, ¢ = —day, d = =2r, g = (na1)/2, k =29, n=—-2f —3, | = —b,
mZTL(ZCL%—?))/Q, p:_4ga q=-g, T:_f_:[? SZOJ (Il:b/(f—i—Q),

(Vi) a=(1=5f—2f2)/(2f+7), c = (1—-2f)as, d = 2a+4f+3, g = c—(a+3)as, k = 4(a—
Das+g, I ==b, m=[(11f+21)(2f +3)]/(2f +7), n = [2f +3)(f =]/ 2f+7), p =
(Tf+9)as, ¢ = 1263 —3ca2—g, r = —f—1, s = 3(1—a)a2, (2f+7)b2+(2f+3)(f+2)? =
0, az =b/(f +2);

(vil) a = [2 — u?(a2 + 2aou — 3)]/[2(v* + 1)], f = (—a3 — 2a9u — 4u* — 3)/[2(u® + 1)],
g = (3aa3 — 3a; — 6a3 +2b+2¢)/2, d = (3+2f — 2a — 6a,as + 9a3) /2, 2u*(c+ 11b —
4u)+u((2b+¢)?—=9)+18b =0, k= (a—1)(a; +as)+g,l = —b, s = (1 —a)ajay, m =
—a? —ajay —ad+cla;+az) —a+d+2,r=—f—1, n=ajay(—f —2)— (d+1), p=
(f+2)(a1+as)+b—c, g = (2b—u)ajas—g, as = (c—2u+2b)/3, a3 = (4b+2c—u)/3.

Demonstratie. In Cazurile (i)-(vii), sistemul (2.1) are factor integrant Darboux de forma
= 17152 Pos,

InCazul (i): h=142z—y, Lb=1—y, D=2 +y>—ylz—y)% o =1, 0 =1/2, a3 =
(-5)/2.

In Cazul (ii): L =1-22—y, b=1—y, d=2>+y> —ylxz+y)? on =1, ay = 1/2,
az = (—5H)/2.

In Cazul (iii): I} = 1—y, ly = 242—2y, ® = 22+~ oy = 1/2, a5 = 1, a3 = (—5)/2.

In Cazul (iv): Iy = 1—y, l = 2—2—2y, ® = 224> —1%, a1 = 1/2, a0 = 1, a3 = (—5)/2.

In Cazul (v): h = (f+2)(1—y) + bz, b =1—y, & = (f +2)(x>+y?) + (bx — y(f +
20Ny, a1 =0, ap =1, az = —2.

In Cazul (vi): I, = 3bz+ (f+2) (1 —y), b =br+ (f+2)(1 —y), ® = (f +2)*(2* +¢?) +
(br — (f+2)y)?, a1 =0, ag =1, az = —2.
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In Cazul (vii): ; = (4b+2c—wz +3(1 —y), b = (c+2b—2u)z +3(1 —y), ® =
92> +1?) + (Qu—20 — o)z + 3y)*(zu —y), a1 =0, ax =1, az = —2. 0

Lema 3.3. Urmatoarele sase seturi de condifii sunt suficiente incdt originea sistemului de

coordonate sa fie centru pentru sistemul cubic (2.1):

(i) a =3/2, b = (7¢)/6, d = =3, f = (-3)/2, g = (—11¢)/6, k = —=3p, | = =D,
m=(—41)/6, n=9/2, p=c¢/2, q=Tp, r=1/2, s=5/2, ¢* —3 = 0;

(ii) a =5/6, c=6g, d= -3, f=(—13)/6, g = —bb, k =g/3, m =19/54, | = —b, n =
37/18, p = (103b)/3, ¢ = (250)/3, r = 7/6, s = 1/18, 10862 — 1 = 0;

(iii) a = 2/(5u2), b= (8—5u2)/(20u), ¢ = (169u>—76)/(10u%), d = (44—105u2)/(20u?), f =
(4 — 45u?)/(20u?), g = (9u® — 4)/(2u?), k = (20 — 49u?)/(10u®), | = —b, m =
(1215u% — 508)/(25u), n = (45u® — 24)/(10u?), p = 23(4 — 9u?)/(10u?), q =
3(8 —19u?)/(5u?), r = —f — 1, s = (5u? — 2)/(5u?), 5u* — 40u? + 16 = 0;

(iv) @ = T(11u® — 1)/(40u®), b= (7 — 85u?)/(200u7), ¢ = (185u> — 19)/(1004%), d = (5 —
47u?)/(20u?), f = (1-75u?)/(40u?), g = (1—3u?)/(40u°), k = (9—35u?)/(200u®), [ =
b, m = (23—229u2)/(200u°), n = (105u2—11)/(200u5), p = (37—375u%)/(200u°), q =
(65u* — 11)/(200u®), r = —f — 1, s = (bu® +1)/(200u®), 5u* — 10u? + 1 = 0;

(v) a = (ha)/(h2 = 1), b= (har)/(h — 1)%, ¢ = [h(14h — 11h2 — 11)a1]/[(h% + 1)(h — 1)2],
f=(h—2hn2=2)/(h2+1), d = [12(39h° — 49h? + 28h + 7)]/[(h? + 1)(h? — 1)?],
g = [24h(27h* — 35h% 4+ 20h + 5)]/[(R* + 1)(1 — h®)?*], k = (a — 1)(a1 + a2) + g,
l=-b, s=(1—a)ajas, m = —ai—ajas—a3+cla;+as)—a+d+2,r=—f—1, n=
ajag(—f —2) = (d+1), p=(f +2)(a1 + a2) +b—¢, ¢ = (a1 + az — c)Jaraz — g, ag =
(—hay)/(h —1)%, a1 = 2(h? — h + 1) /(1 — h2), h* + 4h® — 6h2 + 4h + 1 = 0;

(vi) a=2, ¢=[b(h—2)(1-2h)]/(hK*+1), f = (h—2hR*=2)/(h*+1),b = (ha1)/(h—1)? d =
(—6h3)/[(h* + 1)(h? — 1)?], g = [6h(10R* + 3h* 4+ 6h — 3)]/[(h* + 1)(h* — 1)*], k =
(a—1)(ay+az)+g,l = —b, s = (1—a)ajay, m = —a2—ayay —a2+c(a; +as) —a+d+2,
n=aay(—f=2)—(d+1),r = —f—1, p=(f+2)(a1+as)+b—c, ¢ = (a1+as—c)ajas—g,
ay = (—hay)/(h — 1), a; =2(h®* —h+1)/(1 — h?), h* — 2R3 —2h +1 = 0.

Demonstratie. In fiecare din conditiile (i)—(vi) sistemul (2.1) este Darboux integrabil,
poseda trei drepte invariante si o cubica invarianta. Sistemul are factor integrant de forma

po= 1711052153 ®* in cazurile (i)—(iv) si integrala prima 17152152 @ = C' in cazurile (v), (vi).
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In Cazul (i): Iy =c+bx—cy, h=1—cx—vy, ly=c—4dz —4cy, ® = 2c(x® +y?) + (x —
Ax —2cy)(y — cx)?, ay = az = (=3)/2, as = (=5)/2, ay = 1.

In Cazul (ii): Iy = 6b —x — 6by, lo = 3 — 6bx — 3y, ls = 27b — 2z — 36by, & =
54b(x? + y?*)(y — 1) + z(2® + 9y?), a1 = (=3)/2, aa = a3 = (=5H)/2, ay = 1.

In Cazul (iii): I, = 4u + (5u? — 4)z — duy, Iy = 4u + (u® — 4)x — duy, ls = Su® + (Tu® —
4)(ux — 2y), ® = 16u(z? + y?) + (v’z — 4z — duy)(ux — 2y)%, oy = =az =1, ay = —3.

In Cazul (iv): I} = 2u+ (u?— 1)z —2uy, ly = utz—uy, ls = Sud+(1—ub)z—2u(l+u?)y,
¢ = 8uP(z? +y?) — (uPxr — x + 2uy) (vPr —z — 2uy)?, oy =y =az =1, ay = —3.

In Cazul (v): I, = (1 =1 —y) +2h> —h+ Dz, o = (h+ 1)(h —1)*(1 — y) +
2h(h* — h + V)x, I3 = (h* = 1)(h — 1)> = (h? — h + 1)(h* — 4h + 1)(R*x + = + K%y — y),
O = (h* =102 +y*) + (2he—hy+y)(MPx+r+hPy—y)?, a1 =1, s =3 =2, ay = —2.

In Cazul (vi): I} = (1—=h?)(1—y)+2(h2—h+1)z, Iy = (1-2h)(y—1)+(R*—h>+h)z, I3 =
6h*xr + (h2+1)(2h —1)(1—3y), ® = (h? —1)3(z% +y?) + (2hx — 2y +y)(R*x +x + h%y —y)?,
=2, o =a3=1, ag = —2. U

In continuare vom determina ciclicitatea focarului slab O(0,0), adicd ce numér minim de

marimi Lyapunov sunt necesare sa fie nule, incat punctul singular sa fie centru.

Teorema 3.2. Flie sistemul cubic (2.1) are un fascicol format din doud drepte invariante gi
o cubica invariantd ireductibila ce trec prin punctul singular (0,1) si (a; — az)(f + 2) # 0.
Atunci punctul singular O(0,0) este centru daca si numai daca primele trei marimi Lyapunov

se anuleazd.

Demonstratie. Fie se realizeaza conditiile (2.11) din Lema 2.2 gi calculam primele trei
méarimi Lyapunov Ly, Ly si L3 pentru fiecare set de conditii (1) — (30), obtinute in Sectiunea
3.1. Vom aplica algoritmul din lucrarea Cozma [31], iar in expresia pentru L; vom neglija
numitorii si factorii nenuli.

In Cazul (1) gasim L; = 0 si avem conditiile din Lema 3.1, (i).

In Cazul (2) prima mérime Lyapunov este L = a® + f?> — a + 3f + 2. Calculdm L, si o
reducem dupa a? din L; = 0. Atunci L, = 0 are solutia a = (8f2+27f +16)/(4f + 1) si L,
ia forma L; = (8f2+20f + 11)(5f + 11)(f + 1). Daca f = —1, atunci avem Lema 3.1, (ii)
(b=1, ¢=2). Dacd f = (—11)/5, atunci avem Lema 3.2, (i).

Presupunem ca (f +1)(5f+11) # 0 si fie 8f2+20f +11 = 0. In acest caz ecuatia L, = 0

are solutii reale gi L3y # 0. Prin urmare originea sistemului de coordonate este focar.
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In Cazul (3) prima mérime Lyapunov este L, = a® + f?> — a + 3f + 2. Calculdm L, si o
reducem dupé a® din L; = 0. Atunci Ly = 0 are solutia a = (8% +27f +16)/(4f + 1) si L,
i-a forma L; = (82 +20f + 11)(5f + 11)(f + 1). Daca f = —1, atunci avem Lema 3.1, (ii)
(b=—1, c=—2). Daca f = (—11)/5, atunci avem Lema 3.2, (ii).

Presupunem ca (f + 1)(5f + 11) # 0 si 82 4+ 20f + 11 = 0. In acest caz ecuatia L, = 0
are solutii reale i L3z # 0. Prin urmare, punctul singular O(0,0) este focar.

In Cazul (4) avem L; = a — 1. Dacii a = 1, atunci Lema 3.1, (i) (¢ = 2b).

In Cazul (5) din anularea primei marimi Lyapunov avem a; = 3ay. Atunci F3, = 9aj —
5a3 4+ 1 = 0 nu are solutii reale. In acest caz originea sistemului de coordonate este focar.

In Cazul (6) anularea primei marimi Lyapunov ne da f = 2(u® — 2u* —3)/(3u* — 2u®+3).
Atunci Ly = f1fy, unde f; = u? — 3, fy = 3ub + 5u* +9u? — 9. Daca f; = 0, atunci obtinem
Lema 3.3, (i). Presupunem ca f; # 0 i fie fo = 0. Ecuatia fo = 0 are solutii reale si Lz # 0.
Prin urmare, originea sistemului de coordonate este focar.

In Cazul (7) prima mérime Lyapunov este L1 = 9a*—13a+3f%2+9f+10. Calculam L, si o
reducem dupa f2 din L; = 0. Atunci Ly = 0 are solutia f = (216a*—519a+185)/[9(12a—5)],
iar L; ia forma Ly = (21a — 10)(9a — 4)(9a — 10)(6a — 5).

Daca a = 5/6, atunci avem Lema 3.3, (ii). Fie 6a —5 # 0. Daca a = 10/9 sau a = 9/4
sau ¢ = 10/21, atunci L; = Ly = 0 si L3 # 0. In aceste trei subcazuri O(0,0) este focar.

In Cazul (8) avem Lema 3.1, (ii).

In Cazurile (9), (10) si (11) avem L; # 0. Prin urmare, O(0,0) este focar.

In Cazul (12) prima marime Lyapunov este L; = 2a® — 5a + 2f? + 7f + 9. Reducem L,
dupa @? din L; = 0. Atunci Ly = 0 are solutia a = (9 — 22f — 16f2)/[2(16f + 27)] si L,
obtine forma L; = (32f2 + 120f + 111)(5f + 9)(2f + 3). Daca f = (—3)/2, atunci avem
Lema 3.1, (iii) (e =1, b= —1/2, ¢ =1/2). Daca f = (—9)/5, atunci avem Lema 3.2, (iii).

Presupunem ca (2f + 3)(5f 4+ 9) # 0 si fie 32f2 + 120f + 111 = 0. In acest caz ecuatia
Ly = 0 are solutii reale si L3 # 0. Prin urmare, originea sistemului de coordonate este focar.

In Cazul (13) prima mirime Lyapunov este L; = 2a®> — 5a + 2f2 + 7f + 9. Reducem L,
dupa @?® din L; = 0. Atunci Ly = 0 are soluia a = (9 — 22f — 16/2)/[2(16f + 27)] si L,
obtine forma L; = (32f2 + 120f + 111)(5f + 9)(2f + 3). Daca f = (—3)/2, atunci avem
Lema 3.1, (iii) (a =1, b=1/2, ¢ = —1/2). Daca f = (—9)/5, atunci avem Lema 3.2, (iv).

Sa presupunem ci (2f + 3)(5f +9) # 0 si 32f2 4+ 120f + 111 = 0. In acest caz ecuatia

Ly = 0 are solutii reale si L3 # 0. Prin urmare, O(0, 0) este focar.
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In Cazul (14) anularea primei marimi Lyapunov ne di f = (—3)/2, atunci avem Lema
3.1, (i) (a =1, c = —b).

In Cazul (15) avem L; = 0, atunci Lema 3.2, (v).

In Cazul (16) prima marime Lyapunov este L; = 9a? —21a+ 27 % +99f +100. Reducem
Ly dupd a* din Ly = 0. Atunci Ly = 0 are solutia a = (182 + 84f + 89)/[6(3f + 5)] si Ly
ia forma Ly = (72f% + 3962 + 720 f + 433)(2f + 3). Daca f = (—3)/2, atunci avem Lema
3.1, (iii) (¢ =0, b> = 3/4). Fie 2f +3 # 0 si 72f% 4+ 3962 + 720f + 433 = 0. In acest caz
ecuatia Ly = 0 are solutii reale si Ls # 0. Prin urmare, O(0,0) este focar.

In Cazul (17) anularea primei marimi Lyapunov ne da f = (—3)/2 si avem Lema 3.1,
(iii) (a = (20> +9)/9, ¢ =0).

In Cazul (18) anularea primei marimi Lyapunov ne di a = —(2f2 + 5f — 1)/(2f + 7),
care ne conduce la Lema 3.2, (vi).

In Cazul (19) calculim rezultanta polinoamelor Fjo si Ly in raport cu v. Obtinem c&
Res(Fio, Ly, v) = (27556u — 14040u* — 174962 + 177147)(841u* — 437402 + 6561)2(17u? +
54u + 81)3(17u? — 54u + 81)3(u? + 1)%u3¢ £ 0. Prin urmare, O(0,0) este focar.

In Cazul (20) prima marime Lyapunov este L; = c2(3a} — 1) + cas(2 — 9ai + 3a3) +
a3(6ay — Ta3 — 1). Reducem Ly dupa ¢® din L; = 0. Exprimam c din Ly, = 0 si L ia
forma L, = 245025a3% + 1239975a3° — 429264ai® — 5822568ai° + 1182522a3* + 5547390as? —
1322072a3° — 163988845 + 405789a$ + 88067a; — 4688a3 + 784. Ecuatia L; = 0 are solutii
reale si L # 0. In acest caz originea sistemului de coordonate este focar.

In Cazurile (21), (24), (25) si (28) avem L; # 0. Prin urmare, O(0, 0) este focar.

In Cazul (22) avem Lema 3.2, (vii).

In Cazul (23) anularea primei marimi Lyapunov ne da f = 4(6u*—3u*—8)/(5u*—8u>+16),
iar Ly = ejeq, unde e; = Hu? — 40u® + 16, ey = 15u’ — 12u* — 48u? — 64. Dacd e; = 0, atunci
avem Lema 3.3, (iii). Fie e; # 0 i eo = 0. Ecuatia e; = 0 are solutii reale si L3 # 0. Deci,
originea sistemului de coordonate este focar.

In Cazul (26) anuland prima marime Lyapunov obtinem f = (4u? — 17u* — 3)/[2(5u* —
2u? + 1)], iar Ly = ejey, unde ey = 5ut — 10u? + 1, ey = 15u — 3u* — 3u? — 1. Daca e; = 0,
atunci obtinem Lema 3.3, (iv). Fie e; # 0 si e; = 0. Ecuatia e = 0 are solutii reale si
L3 # 0. Prin urmare, originea sistemului de coordonate este focar.

In Cazul (27) avem Lema 3.1, (iii).

In Cazul (29) prima marime Lyapunov este L1 = Af?+Bf+C, unde A = 4(9v° —250* +
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27v2—=3)(v3+1), B = 4(420%—890°+33v*+85v2—15), C = 1950v% —478v°+284v* +254v%—63.
Fie A = 0. Ecuatia A = 0 are solutii reale si L; = 0 are solutia f = (—C)/B. In acest
caz Ly # 0. Fie A # 0. Reducem L, dupa f? din L; = 0 si exprimam f din L, = 0. Atunci
L, obtine forma L; = 405v'6 — 345604 41026002 — 15328v'° 4 1605408 — 1324805 4 63400v* —
35202 + 93. Ecuatia L; = 0 are solutii reale si L3 # 0. In acest caz 0(0,0) este focar.
In Cazul (30) anularea marimii L; ne da u = [9(h? — 1)]/[2(4h? — h +4)], iar Ly = ejeo,
unde e; = h* + 4h® — 6h%? + 4h + 1, e; = h* — 2h® — 2h + 1. Daci e; = 0, atunci obtinem

Lema 3.3, (v), iar daca e; = 0, atunci avem Lema 3.3, (vi). O

Tinand cont de Teorema 3.2, conditiile necesare si suficiente ca originea sistemului de

coordonate si fie centru pentru sistemul (2.1) sunt rezumate in urmétoarea teorema.

Teorema 3.3. In cazul f # —2 pentru sistemul cubic (2.1), cu un fascicol format din doud
drepte invariante si o cubica invartanta ireductibila, originea sistemulut de coordonate este

centru daca st numai dacd se realizeazd conditiile din Lemele 3.1-3.3.

3.3. Conditii de existenta a unui fascicol din doua drepte invariante

si o cubica invarianta, cazul f = —2

In aceastit sectiune, pentru sistemul cubic (2.1) se determina conditiile de existentd a
unui fascicol format din doud drepte invariante (3.1) si o cubica invarianta (3.3) ce trec prin
punctul singular (0,1), cand f = —2. Daca f = —2, atunci conform Lemei 2.2 avem ca

a # 1, iar sistemul cubic (2.1) are forma

T=y+ar®+ cry — 2y* + [(a — 1)(ay + az) + glz® + (b — c)xy*+
[d+2—a—ai— (a1 +az)(az — o)]z°y +y° = P(z,y),

(3.8)
y=—x— gr®—dry — by* + (a — Dayasz® + (d + 1)zy*+
g + araz(c — a1 — az)]a?y + by’ = Q(x,y).
Egaland in (3.4) coeficientii de pe langa aceleasi puteri ale monoamelor z'y’, cand f = —2,

reducem aceastd identitate la un sistem format din cincisprezece ecuatii {F;; = 0} in raport

cu necunoscutele asg, as, ay2, c20, €11, Co2, €10, Co1- Din el aflam d, g si coeficientii cofactorului

Cio — 2a — az1, Co1 = A12 — Qb, Co2 — 35—&12, d= (3(1,21 —2a — 1)/2, g = (3(130 —3CL12 +
20+2¢)/2, c11 = (hagy +2cais—2a2,+3—6a)/2, cog = [2¢(a2y+2a21) —2a12(ady+3as1 )+
3a30+a12(2a—11+2(a1+a2)2—2a1a2—20(@1+a2))+6(b—|—c(a1a2+1)—alag(a1+a2))]/2,
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iar asp, a1, a1o sunt solutiile sistemului de ecuatii

Fso = —caso(aly + 2a21) + (as1a1as — apzazg)(a — 1)+
azo(ady + 3aiaas + 3azy) + 3ase(ar + as)(ajas +a — 1)+
arpaszo((a; + az)(c — a; — ag) + ajaz) — 3caspaias = 0,

Fy = a2y(ai0a01 + aso — cagy) + a3, (3ais — 2¢) + azo(5agy — cars)+
2a91(ay + az)(ajas — 1 4 a) — 2ayas(cas — ajp(a —1))—
(a12a21 + 3azo)(a@ — 1 — arag + (a1 + az)(a1 + az — ¢)) = 0,

Fs = ap(arag + a — 1)(ay + az) + a1a9(3 — 3a — cajn)—
c(ady + 3aypas + 3aszg) + ajy + 4alya0 + 4arsazy + 2a3,—

(a3, + 2as1)(a — 1 — ayas + (a1 + az)(ay + ay — ¢)) = 0, (39)

Fy = 2a2,(a12 — ¢) + as1(9a1s — azg — 2b — 6¢) — 2(b + ¢)+
a12(5 — 2a + 2c(ay + as) — 2(ay + as)? + 2ayas)+
4(a; + az)(a — 1) + 6ajas(a; + as — ¢) + azo(2a + 3) = 0,

Fy1 = 2a(ag; + 2a1a3 — 1) + (a19 — aso)(8a1s — 4b) — a3+
2c(2ay + 2as — 3ays + 3aszg) — 4(ay + az)? + 2a9, + 3 = 0,

Fyo = a2y(ain — ¢) — ap((ay + az)? — aray — c(ay + az))+
blag; + 1) + ajas(ay + ag — ¢) = 0.

S i 2 3 9 3 9
Notam j; = aia(a;+az) —3a1as—ajy—2a91, Jo = a3 —a5a12 —asG9 —a3g, j3 = A5 —a7a12 —

a1a91 — 30, ja = 4a3,a30 — alya3, + 18aiaasazy — 4asy, + 27a%,. Vom studia compatibilitatea
sistemului (3.9) cand (a —1)(a; —az) # 0 si dividem investigarea in urméatoarele cinci cazuri:

{71 =0}, {j2 =0, j1 # 0}, {J3 =0, jij2 # 0}, {jas =0, jijojs # 0}, {J1jajsja # 0}

3.3.1. Cazul j; =0
In acest caz j1 = 0 admite solutia ay = (aja;s — 3a1a; — a?y + a2a)/2. S notadm cu
c1 = (2a19 — 6as)a? + (2a12 — 6ay)a3 + 1layasars + (a12 — 3a; — 3ag)a?, — 6aszy coeficientul lui
¢ din ecuatia F3y = 0.
3.3.1.1. Fie ¢; = 0. Atunci azy = [(2a12 — 6a2)a} + (2a12 — 6ay)a3 + 11ayasars + (a9 — 3a; —
3as)a3,] /6 si F3o = fifofsfs =0, unde
J1=3a1 — aiz, fa = 3az — a1a, f3 = a1+ 2as — ara, fo=2a1+ az — ais.
Presupunem cd f; = 0. Atunci Fy; = F5o = 0. Daci af = 1/3, atunci Fjy = 0 admite

solutia as = a;/3. In acest caz obtinem urméatorul set de conditii
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(1) a = (13 — 9bc)/13, d = 3(3be — 13)/13, g = (13b + ¢)/13, 27¢> — 169 = 0, a; =
(3¢)/13, ay = ¢/13

pentru existenta cubicei invariante 13(z? + y?)(y — 1) — cz(2? + 9y?) = 0.
Daca a? # 1/3, atunci exprimam b si a din ecuatiile Fhy = 0 si Fyy = 0, respectiv.
Obtinem ca F3; = g19» = 0, unde
g1 = 4a1 + ay — ¢, go = 3a] — 4aday + 6a? — 12a1a + 4a3 — 1.
Fie g; = 0, atunci ¢ = 4a; +ay. In acest caz partile drepte ale sistemului (3.8) au factorul
comun asr —y + 1.
Presupunem ca g; # 0 si fie go = 0. Ecuatia go = 0 admite urmatoarea parametrizare

a; = (u? —1)/(2u), ay = (u* + 6u* — 3)/(8u). In acest caz obtinem setul de conditii:

(2) a= [u®+10u’ — 28u* + 30u?® + 3 — 8cu?(u? — 3)]/[8u?(3u? — 1)], b = [(u* + 22u? — 19 —
8cu)(u? — 3)(u? — 1)]/[16u(1 — 3u?)], d = [ud + 37u’ — T9u* + T1u® — 6 — 8cu(u? —
3)]/[Bu*(1-3u?)], g = [(u®+10u’+44u*+6u?+3)(u?—1)—8cu?(u*+1)?]/[16u*(1—3u?)],
ar = (u* —1)/(2u), ay = (u* + 6u? — 3)/(8u).

Cubica invarianta este 8u?(z? + y?) + (v*zx — 2uy — z)* = 0.

Cazul f; = 0 poate fi redus la f; = 0 daca se schimba cu rolurile as cu a;.

Presupunem ca fifs # 0 si fie f3 = 0. Atunci a19 = a1 + 2as §i F3o = Fy1 = F50 = 0. Sa
admitem c& as(a; + ag) # 0 si exprimam c si a din ecuatiile Fyy = 0 si F3 = 0. In acest caz

obtinem urmatoarele doua seturi de conditii:
(3) a= (3—2a1a3 —a3)/2, b=0, ¢ =2a; + 3ay, d =2a — 5, g = [a;(3a3 + 1)]/2.
Cubica invarianta are forma 2% + y? + (a1x — y)(agz — y)? = 0.

(4) a = (—3ai+7a3—4bay—2)/(3a3—1), d = 1—a—3a3, ¢ = [a(a2—1)+ai+5a3]/(2as), g =
—la(a3 +1) = 203 + a3 — 1]/(4az), a1 = (a3 — 1)/ (2a2).

Cubica invarianta are forma 2as(2? + y?) + (a3z — 2a2y — z)(agz — y)? = 0.
Presupunem ca as(a; + az) = 0. Cazul a; = 0 se contine in (3). Dacid ay = —ay si

a? = 1/3, atunci obtinem urmatorul set de conditii
(5) b=0, c=[(3a —8)a1]/3, d= —a, g=c+2ay, ay = —ay, a3 =1/3

pentru existenta cubicei invariante 3(z? + y*) + (a1 + y) (2% — 3y?) = 0.

Cazul f; = 0 poate fi redus la f3 = 0 daca substituim concomitent as cu a; i a; cu as.
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3.3.1.2. Fiee; #0. In acest caz exprimam c gi a din ecuatiile F35 = 0, Fy; = 0 sistemului
(3.9) si obtinem cid F5g = jajsjs = 0.

Presupunem ci j3 = 0. Atunci azg = [a1(2a? — 3aia1s + 3a1as + a2, — asai0)]/2, iar
Fy + Fyo = 0 ne da hihy = 0, unde hy = 4a? — 5ai1a12 + 3aas + a3y — asayz — 2, hy =
2a3 — 3alais + 3atay + aya3y — ajasags + 2a15 — 4as.

Dacd hy = 0, atunci ay = (2 — 4a? + 5a1a15 — a?y)/(3a1 — ayz). In acest caz obtinem

urmatorul set de conditii:

(6) a = al(al—au) <2CL —alau—l)/(?)al—alg), d = 2((1—1), CcC = 2(1—2(1%4—4&16“2—
a2,)/(3a1 —ays), g = [a?,(=3a3—1)+2aia12(6a3+1)—9a}+5a2+2]/(6a; —2a12), ay =
(2 — 4@1 + 5&1@12 — G%Q)/<3(Z1 - CL12)

pentru existenta cubicei invariante

22 + % + (a32? — a1a197* — a1y + appry — 2* — y?)(y — a1x) = 0.

Fie hy # 0 si hy = 0. Exprimim a, si b din ecuatiile hy = 0 si Fyo = 0. In acest caz
sistemul de ecuatii (3.9) nu are solutii reale.

Cazul j, = 0 poate fi redus la j3 = 0 daca substituim a; <> ao.

Presupunem ca jpj3 # 0 si fie j4, = 0. Ecuatia j;, = 0 admite parametrizarea azy =
[h2(4h—2T7)]/(108v3), ayp = (h—9)/v, a1 = [11h*—144h+486—6vay(h—9)]/[6v(h—9—3vay)].

Fie 5h? —36h + 12v% = 0. Aceasta ecuatie are urmitoarea parametrizare h = 36/(12u* +
5), v = (36u)/(12u® 4 5). In acest caz obtinem

Fyy = (12a0u® + as + 4u) (dasu + 12u? + 1) = 0.

Daca ay = (—4u)/(12u? + 1) sau ay = (—12u? — 1)/(4u), atunci F3; = 0 implica b = 0 si
Fy = 0 nu are solutii reale.

Fie 5h2 — 36h + 1202 # 0. In acest caz exprimam b din ecuatia Fyy = 0 si substituim in
Fyo = 01 F5; = 0. Rezultanta polinoamelor Fyy si F3; in raport cu as este Res(Fyg, Fa1,a2) #
0. Sistemul de ecuatii (3.9) nu are solutii reale.

3.3.2. Cazul jo =0, j; #0

Ecuatia j» = 0 are solutia azyp = as(a3 — ajaas — as;). Exprimam a din F3, = 0 si obtinem
Fy = fifafsfs = 0, unde fi = a1 + awy — ¢, fa = 2a19a2 — 305 + ag1, f3 = aiy + 2a1205 —
3a3 + 4agy, f1=a? — (ay + az)ais + ajas + a3 — as.

3.3.2.1. Fie f; = 0. In acest caz ajp = ¢ — ay si F50 = 0. Obtinem urmatorul set de conditii
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(7) a=[ax(2ay —2b—c)]/2, d=2(a—1), g = [6as(1l —a) —2b+ c|/4, ay = (c — 2b)/2

pentru existenta cubicei invariante
2(2? +y?) + ((2a3 — 2bag — cas — 2)2* + (¢ + 2b — 2as)xy — 2y*)(y — asz) = 0.
3.3.2.2. Fie f; #0si fo = 0. In acest caz avem ag; = as(3as — 2a12) si F5o = 0. Exprimam

cdin Fy =0, b din F3; = 0 si a2 din Fyy = 0. Obtinem urmatorul set de conditii

(8) a = (a12—2as)(aja+a;—as—c)+1, d = (—2a—6aj2a2+9a3—1)/2, g = (3a12a03 —3a1o—
6a3 +2b+2c)/2, ¢ = [(a19 — az)(a? + ajas — ayz(agz + as)) + b(2aza19 — 3a3 — 1)]/[(a; —
ar2)(ar2 — az2)], b = [((2a12 — 6az)arz + 3a3 — 2a1(a12 — 2a2) + 1)(a12 — a2)]/[4(at; —
4ayoay + 4a3 +1)], a1 = (4a? + 8aya3 — a3 — 6a2 — 1) /[4(a; — az) (a2 + 1)]

pentru existenta cubicei invariante 4(a; — ag)(a3 + 1)(2? + y?) + ((4a? — 8ayas — a3 + 2a3 —
)z + y(4ag — 4a1a3 — 4a; + 4a3))(agz — y)? = 0.
3.3.2.3. Presupunem ca fi f; # 0 sifie f3 = 0. In acest caz avem ay = (3a3 —a?y —2a12a5) /4

si F50 = 0. Daca a%+2a1a2 —3@3 —4 = 0, atunci obtinem urmatoarele doua seturi de conditii:
(9) a=c+4,b=0,d=—(c+6), g=c+3, a; = =2, ay =0.

Cubica invarianta este 2% + y? — y(x + y)? = 0.

(10) a=4—¢, b=0,d=c—6, g=c—3, a1 =2, as = 0.

Cubica invariantd este 22 + y? — y(z — y)? = 0.

Fie a? + 2a1as — 3a3 — 4 # 0 si exprimam c din ecuatia Fy = 0. Calculam rezultanta
polinoamelor Fyy si F3; in raport cu b. Obtinem ca Res(Fy, F31,0) = 2¢19293949596, unde
g1 = aly — 12a9a3, + 2a2,(8ajas + 15a3 — 4) + 4aya(16a; — 8aja3 — Tas — 4ay) — 64a? +
16aia3 + 9a3 + 24a3 + 16, go = a2y, — 6asais + 5a3 — 4, g3 = a19 — a1, g4 = a9 — Ao,
95 = (a1 — a2)* +4, gs = a3 + 1 si g3g49596 # 0.

Fie g = 0. Aceasta ecuatie admite urmétoarea parametrizare

a1z = ag + u, as = [64a1(a; —u) — (u?* — 4)?]/[8(2a; — u)(u® + 4)].
In acest caz Fyy = F31 = hihyhs = 0, unde hy = (8a; — 4u)? + (u? +4)% # 0,
hy = 4a;u® + 4bu® + 16b — 3u® — 4u, hs = 16a; — v — 12u.
Daca hy = 0, atunci a; = (3u® — 4bu® — 160 + 4u)/(4u?) si obginem urméatorul set de

conditii:
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(11) a = (8b—bu?—2u)/(8b—2u), d = (240* —bu(u?+18)+3u?)/[u(4b—u)], c = [4b*(u*+8)—
bu(Tu?+16)+u?(u?+2)]/[u*(u—4d)], g = [(8b+u?—2u)(8b—u*—2u)(3u*+4)]/[32u* (u—
4b)], ay = (3u® — 4bu® — 16b + 4u)/(4u?), ay = (u* — 64b? + 32bu — 4u?) /[4u?(4b — u)).

pentru existenta cubicei invariante
16u?(u — 4b) (22 + y?) + (64b%x + 16bu’y — 32buxr — u'r — 4uy + 4u’z) (uxr — 2y)* = 0.
Daca hy # 0 si hy = 0, atunci a; = (u® + 12u)/16 si obtinem setul de conditjii:

(12) a = [32bu+3(u*—4)%]/[8(4—u?)], d = (4—4a—3u?)/4, c = (128bu~+uS+32u? —176u+
128)/[16u(u® — 4)], g = (32bu® 4+ 128bu + 5ub — 20u* — 16u? + 64)/[32u(u® — 4)], a; =
(u +12u) /16, ay = (u® — 4)/(4u).

Cubica invariantd este 16u(z? + y?) + (v’ — 4z — 4uy)(ux — 2y)* = 0.

Presupunem ca ¢; # 0 si fie go = 0. Ecuatia go = 0 admite urmatoarea parametrizare

as = (u? —4)/(4u), arp = (5u? —4)/(4u).

In acest caz Fy; # 0 si sistemul (3.9) nu are solutii.
3.3.2.4. Fie fifofs # 0si f4 = 0. Ecuatia f; = 0 are solutia as; = a®—aja12+a1as—ai2a9+a3
si F5o = 0. Exprimam c din Fy = 0 si calculam rezultanta polinoamelor Fjy si F3; in raport
cu b. Obtinem ci Res(Fy, F31,b) = —2ey - - e5, unde e; = a3 — a1a19 + a1as + 1209 — a3 + 1,
€y = A} — 1012 — 102+ ar2a3 —a3—1, e3 = (a1+az—a12)’+1 # 0, e = (a12—az)(a12—ay) #
0, es = (a? +1)(a2 + 1) # 0.

Daci e; = 0, atunci ajo = (a? + ajas — a3+ 1)/(ay — ag) si F3; # 0.

Daci e; # 0 si ey = 0, atunci ajp = (a? — ayay — a3 — 1)/(a; — ay), iar ecuatia Fy; = 0

are solutia b = (a? — 2a1as — 1)/[2(a; — a3)]. In acest caz obtinem setul de conditii

(13) a = [a1(a3 + 1)]/(a1 — az), b= (a? — 2ajas — 1)/[2(a; — as)], ¢ = (a3 — 243 —1)/(a; —
as), d = [2az(araz +1)]/(a1 — as), g = [az(3a%as + 2a1 + as)]/[2(as — ay)].

Cubica invarianta este
(az — ar)(2® + 9*) + (@102 + D)z 4 (a1 — az)y)(arx — y)(azz —y) = 0.

3.3.3. Cazul j3 = O, j1j2 7£ 0

Acest caz poate fi redus la cazul j, = 0 dacé substituim as <> a;.

3.3.4. Cazul j4 = 0, j1j2j3 7é 0
In acest caz ecuatia 7, = 0 admite parametrizarea

a1 = (h - 9)/U, asop = (4h3 - 27h2)/(1081)3>, 21 = (5h2 - 36]7,)/(].21]2)
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Exprimam a din F3, = 0, atunci Fy; = f1f27273 = 0, unde
fi=h—06, fo =6(a; +az — c)v+ Th — 54.
3.3.4.1. Fie f; = 0. In acest caz avem h = 6, Fyo = 0 si
Fy = (a1v + agv — cv — 3)(a1v + 3)(agv + 3) + bv(v? — 3) = 0.
3.3.4.1.1. Si admitem ci a; = (—3)/v. Dacd v* = 3, atunci F3; = 0 are solutia b = 0 si

obtinem urmatoarele seturi de conditii:

(14) a = (22+3v3¢)/9, b=0, d= —a—2, g = (3¢ +4v3)/3, a1 = —V/3, ay = (—V/3)/9.
Cubica invarianta este 3v/3(z? + y?) — (z + v/3y)? = 0.

(15) a = (22 —3v3¢)/9, b=0, d= —a —2, g = (3c — 4/3)/3, a1 = V/3, as = /3/9.

Cubica invarianta este 3v/3(z? + y?) + (v — v/3y)® = 0.
Daca v? # 3 gi b = 0, atunci Fyy, = 0 si F3; = 0 are solutia ¢ = (4a3v? — 14av — v? —

19)/[4v(agv 4+ 1)]. Obtinem urméatorul set de conditii

(16) a = (4agv®—2av+3v2=3)/[4v?(agv+1)], b =0, ¢ = (4a3v®—1dagv—v2—19)/[4v(agv+
1)], d = (—6asv?® — 16ayv — 502 — 15) /[4v2(av + 1)], g = (4a2v* + dayv® — 6ayv — vt —
v —6)/[4v3(agv + 1)], a1 = (=3) /v, Fyo = 4a2v* + 12a0% + 4asv — v + 60> +3 =0

pentru existenta cubicei invariante v3(z? + y?) — (x + vy)® = 0.

3.3.4.1.2. Sa admitem ca as = (—3)/v. Acest caz poate fi redus la cazul precedent daca

substituim as <+ a;. Vom obtine seturile de conditii (14), (15) si (16).

3.3.4.1.3. Sa admitem ca (a1v + 3)(agv + 3) # 0. Reducem ecuatiile Fyy = 0 si F3 = 0
dupa ¢ din F5, = 0 si calculam rezultanta polinoamelor Fyq si F31 in raport cu b. Obtinem ca
Res(Fy, F31,b) = —2vg1g2(a1v + 3)(azv + 3), unde g; = 4a2v* + 12a,0° + 4av — vt + 60% + 3
si go = 4a3vt + 12a903 + dagv — vt + 602 + 3.

Presupunem cd g; = 0. Aceastd ecuatie admite urmatoarea parametrizare a; = (1 +
6u? — 3u)/(8u®), v = (2u)/(u® — 1). In acest caz F3; = hihy = 0, unde hy = Sayu + u* +
6u? — 3, hy = 6agu® — 2aou + 16bu® 4+ 9u* — 12u? + 3.

Daca hy = 0, atunci ay = (3 — u* — 6u?)/(8u) si obginem setul de conditii
(17) a = (u¥+12u8 —10u* + 120> +1+8c(u? —1)u?) /(16u?), b = (8cu?(3u? —10u?+3)+3u'’+

53u® —270u8 +270u* —53u®—3) /(128u°), d = —(8cu?®(u? — 1) +u®+30u’ — 38u* +30u? +
1)/(16u*), g = (24cu®(u* 4+ 2u® + 1) + 3u'® + 29u® 4 90u® — 90u* — 29u* — 3)/(128u°),
ar = (1 —3u? 4+ 6u?)/(8u?), ay = (3 — u* — 6u?)/(8u).
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Cubica invarianta este 8u®(z? + y?) — (u?z + 2uy — x)3 = 0.
Dacd hy # 0 gi hy = 0, atunci ag = (12u® — 16bu® — 9u* — 3)/[2u(3u? — 1)] si obtinem

urmatorul set de conditii

(18) a = (12u* — 3u* —1))/(8u?), b = (8cu?(1 — 3u?) — THu’ + 97u — 21u* — 1) /(64u®), d =
(u? = 3ut — 4)/(4u?), g = (Beud(5bu® + 1) — 12u® + 105u5 — 83u* — Ju? — 1)/(64u°),
a; = (1 — 3u* + 6u?)/(8u?), ay = (8cu® + 13u* — 12u? — 1) /(8u?)

pentru existenta cubicei invariante 8u®(z? + y?) — (v?zx + 2uy — x)3 = 0.
Presupunem ¢; # 0 si fie go = 0. Acest caz poate fi redus la cazul precedent daca

substituim as prin a;. Obtinem seturile de conditii (17) si (18).

3.3.4.2. Fie fi # 0si f = 0. In acest caz avem ¢ = (6va, + 6vay + 7Th — 54)/(6v) si
Fy = F50 = 0. Notam ajas = w si a1 + as = z. Exprimam w din Fhy = 0 si gasim
w = [bv(5h* — 36h + 12v%) + h%(36 + 2vz — 2h) — 18h(vz + 9)]/(2hv?).
Rezultanta polinoamelor Fjyy si F3; in raport cu z este
Res(Fyo, F31,2) = —24hv(5h% —36h?+1202h+288bv3) (16h? —216h+9v2+729) (h%+360%)2.
Ecuatia Res(Fyo, F31,2) = 0 are solutia b = h(36h — 5h? — 120v%)/(288v?) si sistemul de
ecuatii (3.9) {Fy = 0, F3; = 0} are solutii reale numai daca z = (4h® — 27h? + 108hv? —

97202)/(108v%). In acest caz obtinem urmatorul set de conditii

(19) @ = (4h2 — 27h + 1802)/(1802), b = h(36h — 5h? — 120?)/(2880%), ¢ = (4h% — 27h% +
234hv? — 19440%)/(1080%), d = (200> — 216h — 10802)/(720%), g = (65h® — 432h° +
540hv?—38880v2)/(864v3), a1 = [h?(4h—27)+108v?(h—9)—108azv?]/(108v3), 1728v a3+
160[(27 — 4h)A? + 1080%(9 — h)]as + h3(72 — 11h) + hv®(2592 — 360h) — 4320 = 0

pentru existenta cubicei invariante
10803 (22 + y?) + (4hx — 27z — 3vy)(hx + 6vy)? = 0.
3.3.5. Cazul ji1j2j3js # 0
Exprimam a din F3, = 0 gi substituim in ecuatiile sistemului (3.9). Calculam rezultanta
polinoamelor Fyy si Fy in raport cu ¢ si obtinem Res(Fyo, Fiy1,c) = jijajsjs # 0. In acest

caz sistemul de ecuatii (3.9) nu este compatibil. Astfel, a fost demonstrata teorema

Teorema 3.4. Fie (a—1)(a; —az) # 0. Sistemul cubic (3.8) are un fascicol format din doud
drepte invariante (3.1) si o cubica invariantd ireductibila (3.3) ce trec prin punctul singular

(0, 1) daca si numai daca se realizeaza unul din seturile de conditii (1) — (19).
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3.4. Centre in sistemele cubice cu un fascicol din doua drepte

invariante si o cubica invarianta, cazul f = —2

Fie sistemul cubic (3.8) are un fascicol format din doud drepte invariante (3.1) si o

cubica invarianta ireductibild (3.3), adicad se realizeaza conditiile Teoremei 3.4. In cele ce

urmeazd, vom studia problema centrului pentru sistemul (2.1) in punctul singular O(0,0).

Vom demonstra ca orice centru in sistemul cubic (2.1), care are un fascicol format din doua

drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila, urmeaza din integrabilitatea Darboux a

sistemului.

Lema 3.4. Urmatoarele patru seturi de condifii sunt suficiente ca punctul singular O(0,0)

sa fie centru pentru sistemul (2.1):

(i)

(iii)

a= (12u*—u*-3)/(8u?), b = (4u?—u*—3)/(8u), ¢ = (u*+16u*—17)/(8u), d = (u?—
4ut —3)/(4u?), f=-2, g = (3u®—5ut+5u>—3)/(16u?), k = (6u’®—u®+24u* —38u”+
9)/(64u?), I = —b, m = (5ub + Tu* — 65u*+29)/(32u?), n=—-d—1,p=b—c, r =1,
q = (T2u*—3ub—22u8 —74u>+27) /(64u?), s = (u'O+u®—26uS+54u* —39u?+9) /(128u?);

c=[2b(7Ta —6)]/(3a —2), d=2(a—1), f=-2, g=0b1-a), k=0a—-1), | =
~b, m=(4-5a)/2, n=1-2a, p=b—rc, ¢ = [b(Ta*-9a+2)]/(3a—2), r=1, s =
(a* —a)/2, (3a —2)* 4+ 16(a — 1)b? = 0;

a = (8b—bu? —2u)/(8b—2u), d = (24b* — bu(u?® +18) + 3u?)/(4bu — u?), ¢ = [4b*(u? +
8) — bu(Tu? +16) + u?(u* + 2)]/[u*(u — 4b)], f = —2,1= —b, g = [(8b+ u® — 2u)(8b —
u? —2u)(3u® +4)]/[32v*(u —4b)], r =1, k = (a—1)(a; +az) + g, s = (1 —a)ajas, ¢ =
(a1 +as—c)ajas—g, m = —a? —ajas —ai+cla;+az)—a+d+2, n=—d—1, p=b—ec,

ay = (3ud — 4bu® — 16b + 4u) /(4u?), ag = (u* — 64b? + 32bu — 4u?) /[4u?(4b — u)];

a= (108 —u?)/72, b= (u®—36u)/432, l=—b, p=b—c, r=1, f = =2, ¢ = (2592 —
ut—252u?) /(432u), d = (—5u®—36)/72,n = —d—1, g = (432—u?+24u?)/(288u), k =
(u® — 3888u2 + 93312)/(31104u), m = [(u* + 81u> — 324)(u?® — 36)]/(1296u2), ¢ =
[(u* + 168u2 — 432)(u? — 36)]/(20736u), s = [(u? + 108)(u? — 36)2]/373248.

Demonstratie. In fiecare din cazurile (i) — (iv) sistemul cubic (2.1) posedd doud drepte

invariante si o cubica invarianta. Sistemul este Darboux integrabil si are factor integrant de

forma p = 17115293,
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In cazul (i): I, = (> — Da + 2u(l —y), b = (u* +6u> — 3z + Su(l —y), =
Sud(z? +y?) — (vPr — 2uy — x)3, oy = (—=1)/2, as =0, az = (=3)/2.
= 2abz + (3a — 2)(1 —y), la = (3a — 2)x + 4b(y — 1), ® = (2 — 3a)(2* +
y? + (2a — 1) 2y — y®) + 2ab(a — 1)z + 2b(4 — 5a)zy?, oy =0, ay = (—1)/2, az = (=3)/2.
In cazul (iii): 1) = (3u®44u—4b(u® +4))z+4u>(1—y), ly = (u* — (8b—2u)?)x +4u?(4b—
u)(1—y), ® = 16u?(u—4b)(z* +y?) + (64b*x + 16bu’y — 32buzr — utz — dudy + 4u’z) (uz — 2y)?,
a; =0, as = (-1)/2, a3 = (-3)/2.
In cazul (iv): I, = (u® — 36)z + 12u(y — 1), Iy = (u® + 108u)z + 432(y — 1), & =
432u(2? + y*) — (vPz 4+ 12uy — 36x)(ux 4+ 6y)?, a; = (—1)/2, ap =0, ag = (—3)/2. O

In cazul (ii): 4
2

Lema 3.5. Urmdtoarele patru seturi de conditii sunt suficiente ca punctul singular O(0,0)

sa fie centru pentru sistemul (2.1):

(i) a=(3-2ama—a3)/2, b=1=0, c =2a;+3ay, d=2a—5,f=-2,g=
a1(3a2 +1)/2, k = (ay — 2a%ay + 2a; — a3)/2, m = (2a? + 6aay + 3a2 — 3)/2, n =
—d—1,p=b—c, q=a1(—2a1a, — 7a3 —1)/2, r =1, s = (1 — a)ajas;

(ii) @ = ay(h — 2a1), b= (ath —a? —1)/h, ¢ =2(a? +2hay — h* +1)/h, d=2a — 2, f =
=2, g = (6a3h — 3a3h® + 2a? + 4a;h — h* +2)/(2h), k = (2a3h — 8at + 5a?h? — 10a? —
2a1h3 + 4ath + h? — 2)/(2h),r = 1, m = (6a3 + a3h — 4a;h® + 6a; + h® — 2h)/h, n =
—d—1, p=b-c, q = (9ah?® — 8a] — 6a}h — 10a? — 2a,h® + h? — 2)/(2h), | = —b,
a2 = 3ay — h, s = [a1(4at — 3aih? + 6af + a1h® — arh — h* 4+ 2)|/h;

(i) a = [a2(2a3 —2b—¢)]/2, d =2(a — 1), f = =2, g = [6az(l —a) — 20+ ¢|/4, k =
(2ay — 2aay — 4ab + 2ac +2b —¢)/4, | = —=b, m = (* —40*)/4, n = 1 —2a, p =
b—rc, g=[6(a —1)ag —4ab+ 2ac+2b—c|]/4, r =1, s = [az2(2ab — ac — 2b + ¢)]/2;

(iv) a=[ai(a3 + 1)]/(ay — a2), b= (a? — 2a1a5 — 1)/[2(ay — a2)], [ = —2, c = (a? — 2a3 —
1)/(a1 — as), d = [2as(aras +1)]/(a1 — as), | = —b, g = [az(3a3ay + 2a; + a3)]/[2(as —
ai)], k= (a—1)(a1+az)+g, s = (1—a)aiaz, m = —a3—ayas—a3+c(ay +az) —a+d+2,
r=1,n=—-d—-1, p=b—c¢, ¢q= (a1 +ay—c)ajas — g.

Demonstratie. In fiecare din cazurile (i) — (iv) sistemul cubic (2.1) posedd doud drepte

invariante gi o cubica invarianta. Sistemul este Darboux integrabil si are integrala prima de

forma ({"152P* = C.
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Incazul (i): L =1+ax—y, h=1+ax—y, ®=22+1>+ (a2 —y)(az — y)?, a1 =

—1, Qg = —27 3 = 1.
In cazul (ii): [, = 1+ a1z —vy, lo = (263 + ath— h* +2)x —hy +h, ® = 22 + > + (a2 +

2 — y2)(y - alx)7 a; = Oa Qg = _]-7 a3 = 1.

(3a; — h)(zy — a12?) — ayvy — @
In cazul (iii): I} = (¢ — 2b)x — 2y + 2, Iy = 1 + agx — y, ® = 2(2® + y?) + ((2a3 — 2bay —
cag — 2)x? + (c+ 2b — 2a2)zy — 2y?)(y — agx), a; = —1, ag =0, az = 1.
In cazul (iv): L = 1+ ax —y, Iy = L+ asz —y, ® = (as —a1)(z® +32) + ((a1a9 + 1)z +

(a1 — az)y)(a1x — y)(agx —y), a1 =0, ag = —1, az = 1. O

In continuare vom determina ciclicitatea punctului singular 0(0,0) de tip focar slab. Se

demonstreaza urmatoarea teorema:

Teorema 3.5. Fie f = —2 gi sistemul cubic (2.1) are un fascicol format din doud drepte
invariante (3.1) si o cubicd invarianta (3.3). Atunci punctul singular O(0,0) este centru

daca st numai daca primele trer marimi Lyapunov se anuleazd.

Demonstratie. Fie se realizeaza conditiile (2.11) din Lema 2.2 gi calculam primele trei
marimi Lyapunov L, Ls si L3 pentru fiecare set de conditii (1) — (19) obtinute in Sectiunea
3.3. Vom aplica algoritmul din lucrarea Cozma [31], iar in expresia pentru L; vom neglija
numitorii si factorii nenuli.

In Cazul (1) prima mirime Lyapunov este L; = 117bc 4 36¢? — 338. Daci b = 2(169 —
18¢?)/(117¢), atunci avem Lema 3.4, (i), u* = 1/3.

In Cazul (2) anularea primei mérimi Lyapunov ne di ¢ = (u*+ 16u* —17)/(8u). Obtinem
conditiile din Lema 3.4, (i).

In Cazul (3) avem Lema 3.5, (i).

In Cazul (4) prima marime Lyapunov este L; = 3a3 — 4bas — 1. Daca L; = 0, atunci
avem condictiile din Lema 3.4, (ii).

In Cazul (5) anularea primei marimi Lyapunov ne da a = 2/3. Avem conditiile din Lema
3.5, (ii) (a2 =1/3, h =4/(3a1)).

In Cazul (6) avem Lema 3.5, (ii), iar in Cazul (7) avem Lema 3.5, (iii).

In Cazul (8) prima marime Lyapunov este L; = (a — 1)(a; — ap)j; # 0. Prin urmare,
punctul singular O(0,0) este focar.

In Cazurile (8), (9) si (10) obtinem Ly = (a — 1)(a; — az)ji # 0, Ly = (c+3)(c+4) #0

si Ly = (¢ — 3)(c — 4) # 0, respectiv. In aceste cazuri punctul singular O(0,0) este focar.
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In Cazul (11) avem conditiile din Lema 3.4, (iii).

In Cazul (12) prima marime Lyapunov este L; = (32bu + u* — 8u? + 16)(16b + u® —
4u)(u? 4+ 4) # 0. Deci, punctul singular O(0,0) este focar.

In Cazul (13) avem Lema 3.5, (iv).

In Cazul (14) anularea primei mirimi Lyapunov ne da ¢ = —2v/3. A doua mirime
Lyapunov este Ly # 0. Prin urmare, originea sistemului de coordonate este focar.

In Cazul (15) din anularea primei marimi Lyapunov obtinem ¢ = 2v/3. In acest caz
Lo # 0 si punctul singular O(0,0) este focar.

In Cazul (16) ecuatia Fyy = 0 admite parametrizarea v = (22 —1)/(22), ap = [(2* — 62 +
1)(z+1)2+42%/[2(z +1)3(2 — 1)], iar prima marime Lyapunov este L; = (22 +42z+1)(2% +
1)(z — 1)* # 0. Prin urmare, originea sistemului de coordonate este focar.

In Cazul (17) prima marime Lyapunov este L; = 15360%uS(u? +1)%(u® — 1) — 8bu®(11u* —
18u% +11)(3u? — 1) (u? + 1)*(u® — 3) + (3u? — 1)?(u? + 1)%(u? — 3)?(u?® — 1)3. Ecuatia L; =0
are solutii reale gi Ly # 0. Deci, punctul singular O(0, 0) este focar.

In Cazul (18) punctul singular O(0, 0) este focar, aga cum L, = 8cu®+17u* —16u>—1 # 0.

In Cazul (19) prima mirime Lyapunov este L; = 360> — h(17h — 108). Ecuatia L; = 0
admite urmatoarea parametrizare v = (108u)/(17u® — 36), h = (108u?)/(17u* — 36). Avem

Lema 3.4, (iv). Teorema 3.5 este demonstrata. O

Tinadnd cont de Teorema 3.5, conditiile necesare si suficiente ca originea sistemului de

coordonate sa fie centru pentru sistemul (2.1) sunt rezumate in urmatoarea teorema.

Teorema 3.6. In cazul f = —2 pentru sistemul cubic (2.1), cu un fascicol format din doud
drepte tnvariante si o cubica invarianta ireductibila, originea sistemului de coordonate este

centru daca $t numai dacd se realizeazd conditiile din Lemele 3.4-3.5.

Urmatorul exemplu ne arata ca pentru existenta centrului in sistemul cubic cu un fascicol
format din doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila cerinta ca primele trei

marimi Lyapunov sa se anuleze este esentiala. Sistemul cubic

i = (81y + 3622 — 81y> + 1862%y — v/3(135xy + 42° — 187y?) /81,
§ = (—27z + 392y — ba® — 3ay? + v/3(1822 + 9y? — 9y® — 23xy?)) /27
V3

are un fascicol format din dous drepte invariante 1—+v/3z—y =0, 1— Tg’x—y = 0 sio cubica

invarianta ireductibila 9(z® 4 y? — y*) + V32 (2% + 9y?) = 0, ce trec prin punctul singular
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(0,1), iar in punctul singular O(0,0) avem ca Ly = Ly = 0 si Ly = (—5447680)/3 # 0, adica
acest punct singular este de tip focar.

Daca nu se realizeaza conditiile din Teorema 3.6 gi Ly = Ly = 0, atunci L3 # 0. In acest
caz 0(0,0) este focar slab de multiplicitatea maximala trei gi din origine pot fi bifurcate cel

mult trei cicluri limita de amplitudine mica.

Teorema 3.7. Fie sistemul cubic (2.1) poseda un fascicol format din doua drepte invariante
st o cubica invarianta ireductibila (3.3). Atunci O(0,0) este punct singular de tip centru

pentru sistemul (2.1) daca si numai daca primele trei marimi Lyapunov se anuleazad.

In rezolvarea problemei centrului un rol determinant l-a jucat metoda integrabilitatii

Darboux ceea ce se confirma de urmatoarea teoremaé.

Teorema 3.8. Orice sistem cubic ce are puncte singulare de tip centru, un fascicol format

din doud drepte invariante si o cubicd invarianta ireductibila (3.3), este Darboux integrabil.

3.5. Concluzii la capitolul 3

Capitolul 3 este dedicat rezolvarii problemei centrului pentru sistemele diferentiale cubice
cu un fascicol format din dou#t drepte invariante si o cubicd invariantd ireductibils. In el a
fost complet rezolvatd problema consecutivitatilor centrice pentru sistemele cubice (2.1) cu
un fascicol format din doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila. Astfel:

— au fost obtinute 49 seturi de conditii necesare si suficiente incat sistemul cubic (2.1) s
posede un fascicol din doua drepte invariante gi o cubica invarianta;

— s-a demonstrat ca ciclicitatea punctului singular de tip focar slab in sistemul cubic (2.1)
cu un fascicol din doua drepte invariante si o cubica invarianta este cel mult trei;

— au fost obtinute 24 seturi de conditii necesare si suficiente de existenta a centrului in
sistemul cubic (2.1) cu un fascicol din doué drepte invariante gi o cubica invarianta;

— s-a demonstrat ci orice centru in sistemul cubic (2.1) cu un fascicol din doud drepte

invariante si o cubica invarianta se datoreaza doar integrabilitatii Darboux.

Rezultatele expuse in acest capitol au fost publicate in lucrarile [34], [35], [36], [37], [41],
48], [49], [50].
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4. SISTEME CUBICE CU DOUA DREPTE INVARIANTE SI O CUBICA
INVARIANTA DE POZITIE GENERICA

In acest capitol pentru sistemul diferential cubic (2.1) cu punctul singular O(0,0) de tip
centru sau focar sunt obtinute conditiile necesare si suficiente de existenta a doua drepte
invariante [; = 0, [ = 0 si o cubica invarianta ireductibila & = 0 de pozitie generica, adica
I [ ls silinly & ®. Se determina ciclicitatea punctului singular O(0, 0) si se rezolva problema
centrului in cazul a doua drepte invariante si a unei cubice invariante ireductibile de pozitie
generica. Se demonstreaza ca (1+ayx —y, 1+ asx —y, 22 + 2 + asox® + an 2y + arpxy® +

apsy®; N = 3) este o consecutivitatea centrica.

Fie sistemul cubic (2.1) posedd doua drepte invariante l; si [y, reale sau complexe con-
jugate (I; = I,), concurente in punctul singular real (z¢,%0). Conform Sectiunii 2.1, fara a

restrnge generalitatea, putem considera ca dreptele au forma
h=1l4+ax—y=0,b=14ax—y=0, a,as € C, a; —ay # 0, (4.1)

unde a; si aq verifica sistemele de ecuatii (2.9) si (2.10):

l==br=—f-1 s=alg—k+aa—1),
n=(f+2ai+(b-c—pa—d-1, (4.2)
q=—a}+cai+(2—a+d—m)a; — g,

Fy=(a—1)(a1 +ax) +g—k=0,
Fs=(f+2)(a+a)+b—c—p=0, (4.3)
Fy=al+ajas+ a3 —clag +as) +a—d+m—2=0.
Solutiile sistemelor (4.2), (4.3) in raport cu a; si as ne determina dreptele invariante [y
si Iy ale sistemului cubic (2.1). In continuare, pentru sistemul cubic (2.1) vom determina

conditiile de existenta a unei cubice invariante ireductibile de forma
O(z,y) = 2% + y* + aspx® + ao12%y + apry® + agsy® = 0, (4.4)

unde (&30, ao1, A12, aog) 7& O, ap3 7é —1 §1 CLl‘j S R
Conform Definitiei 1.1, cubica (4.4) este o cubicd invarianta pentru sistemul (2.1) daca
existd aga un polinom K (z,y) = ¢10x + co1y + co0®? + c112Y + cooy?, numit cofactorul cubicei

invariante, incat in x si y are loc identitatea

0D oL
P(z, y)% + Q(z, y)a—y = d(z, y)(020m2 + ey + coy’ + cror + co1Y)- (4.5)
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Tinand cont de relatiile (4.2) si egaland in (4.5) coeficientii de pe langa aceleasgi puteri
ale monoamelor z'y/, obtinem trei sisteme de ecuatii {F;; = 0} in raport cu necunoscutele
@30, d21, 12, A3, €20, C11, Co2, C10, Co1:

Fso = [(a — 1)ay + g — klayag + (¢ — 3k)agy = 0,

Fy =2[(1 —a)ay — g+ Klapa; + [(a+ a2 —2c—d+m —2)a;—

— 0 + g + 2k]az + (3m — cy1)asy = 0,
F3, = 3[(1 — a)a; — g + klagza; +2(a% +a — 2c —d +m — 2)ayarp+

+[(=f —2)a; — b+ ¢+ plajas +2(a — 2¢ — d + m — 2)aja2+

+ (29 + k — ¢0)aia + (d+2m — ¢11 + 1)ag; + (3p — co2)azp = 0, (4.6)
Fos =3(a2 +a—2c—d+m —2)agzay + 2[(—f — 2)ay — b+ ¢+ +plarao+

+ (39 — cao)aos + (2d +m — c11 + 2)arz + (b — co2 + 2p)ag — 3(f + 1)az = 0,
Fiy =3[(—f —2)a; — b+ c+ plarags + (2b — co2 + p)aia — 2(f + 1)an+

+ (c11 + 3d + 3)ags = 0,

Fos = (b — co2)aos — (f + 1)ai2 = 0,

F40 = (3(1 — 010)a30 — Q219 — C9p + 2]{? = 0,
F31 =2[(1 —a)ay — g + klay — 2a129 + az1(2a — ¢10 + d+
+ (30 — 001)CL30 —C11 + 2m = 0,

Fyy =2(a?+a—2c—d+m—2)a; + (a — c19 — 2d)ars — coo—

(4.7)
— (b —2¢+ co1)ag + 3azof — 3agzg — co0 + 29 + 2p = 0,
F13 = 2[(—f — 2)@1 — b —|— C —f—p](ll —f- (C — 2b — 001)a12 — C11—
— (Clo + 3d)a03 + 2&21f + 2d — 2f = 0,
F04 =2b— Co2 -+ a12f — (3b + 001)a03 = O,
F3 = as1 +cio—2a =0,
Fyy =co1 + 29 — 2¢ — 3azg + 2a15 =0, (48)
F12 = 2d — 2f + Ci9 — 2&21 -+ 3@03 = O,
F03 = 2b+ Co1 — A12 = 0.
Efectuam notatiile:
e1 = 27a3;a3, — 18agza12a21a30 + 4agzad, + 4aisazg — alyad,
e2 = ag3ai + a12a3 + asa; + aso, (4.9)

€3 = (fal + a; + b— p)a03 — (f + 1)&12,

€4 = 3@03&1 + aig.
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Din sistemul (4.3) usor gasim cd k = (a — 1)(a1 + a2) + ¢, p = (f +2)(a1 + a2) + b — ¢,

m=2—a} — ajay — a3+ c(a; + az) — a + d, iar sistemul cubic (2.1) se scrie sub forma:

i =y+ax®+cey+ fy* + [(a — 1)(a1 + az) + g]a’+
+[d+2—a—a?— (a1 + a)(as — ¢)]x*y+

+[(f +2)(a1 + az) + b — cJzy* — (f + 1)y = P(x,y), (4.10)

y=—x—gr®—dry — by* + (a — Dajasz® + [g + a1as(c—
— a1 — ap)]z’y + [(f + 2)aras +d + 1ay? + by’ = Q(x,y).

Vom studia compatibilitatea sistemului {(4.6), (4.7), (4.8)} cu a; —as # 0 si ap3+ 1 # 0.
Dividem cercetarea in urmatoarele 6 cazuri: {ag3 = 0}, {ap3 # 0, e; = 0}, {agze; #0, ex =
0}, {apseres # 0, e3 =0}, {agserezes # 0, ey = 0}, {apseieseses # 0.

Din sistemul (4.8) aflam ca c19 = 2a — a9y, co1 = a1z — 2b, d = (3a9; — 3aps —2a +2f) /2,
g = (3azy — 3aiz + 2b+ 2¢)/2.

4.1. Conditii de existenta a doua drepte invariante si a unei cubice invariante

de pozitie generica, cazul ay3 =0

Fie sistemul cubic (2.1) are doud drepte invariante ce trec prin punctul singular (0, 1),
adica sistemul cubic are forma (4.10). Vom gési conditiile de existenta a unei cubice invari-
ante de forma (4.4) cu ap3 = 0 $i a; — az # 0. Din ecuatiile sistemului (4.8) gasim

c10 = 2a — asy, co1 = ajg — 2b, d = (3a — 2a + 2f)/2, g = (3azy — a2 + 2b + 2¢) /2.
Solutiile sistemului {(4.6), (4.7)} in raport cu asg, asi, ais, 20, €11, Co2 e determind cubicele
invariante. Ecuatia Fys = (f + 1)a12 = 0 ne implicd doud subcazuri: a;o = 0 sau f = —1.
4.1.1. Fie a;3 =0 i agy = 0. Atunci Fy5 =0, F14 =0 si f = —1. Exprimam cgs, ¢11, ¢ din
ecuatiile (4.6) si a1, asg din ecuatiile Foy = 0, Fyy = 0. Apoi reducem ecuatia F3; = 0 dupa
a3 din Fi3 = 0.

Daca b* = 3 si a = 0, atunci obtinem urmaitorul set de conditii:

(1)a=0,d=-1, f=~-1, g=(3c—1)/3, ¥* =3, a1 = (3c — b — 3ay)/3, 3a3 + (b —
3c)ag —3bc —6 =0

pentru existenta cubicei invariante 9(z2 + y?) — 8ba® = 0.

Daca b? = 3 si a # 0, atunci obtinem urmatorul set de conditii:
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(2) a=4/3,¢c=(=70)/9,d = (=T7)/3, f = =1, g = —2¢, b* = 3, 9a; + 9as + 100 = 0,
9a3 + 10bay + 51 =0

pentru existenta cubicei invariante 9(z? + y?) + 8bz® = 0.
Fie v* # 3 gi exprimam c¢ din Fyy = 0. Atunci F3; = fifo = 0, unde f; = b*(2a — 3) +
9(a—1)?si fo = (30 + Ta® + 6a — 9)* + 32a%*(a — 3)? # 0. Cand f; = 0 obtinem urméatorul

set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(3) c=b(2a—-5)/3,d=—a—1, f=—1, g=[2b(5a* — 14a + 9)]/(6a — 9), b*(2a — 3) +
9(a—1)2=0, a; = (2ab — 6b — 3as)/3, 3a3 + (b — 3c)as + 12a + b* — 3bc — 9 = 0.
Cubica invarianta este 3(2a — 3)(2? + y?) + 4b(a® — 3a + 2)z* = 0.
4.1.2. Presupunem a5 = 0 si fie as; # 0. Atunci Fiy = 0 are solutia f = —1. Exprimam
Co2,C11, Coo din ecuatiile Fy3 = 0, F3 = 0, Fy; = 0 si obtinem F59 = ¢g19295 = 0, unde
g1 = a1G91 + azo, Go = Gza21 + azo, gz = (@ — 1)az + (a1 + ag — ¢)as.
Daca g; = 0, atunci agg = —aja9; si Fyo = (a1 + 1)((2a — 2 — as1)ay + 20+ 2¢) = 0.
Presupunem ca as; = —1 si exprimam a; din Fy, = 0, atunci obtinem F3; = 7145 = 0,
unde ¢; = 2a + b — 2¢ si 19 = 4aay — 6as + 3b + 6c.
Cand i; = 0, avem b = 0 si partile drepte ale sistemului (4.10) au factorul comun 1+cz—y.
Fie i1 # 0 si reducem ecuatiile Fyy = 0, Fi3 = 0 dupa b din i3 = 0. Calculam rezultanta
polinoamelor Fyy gi Fi3 in raport cu a si stabilim ca sistemul de ecuatii {Fy = 0, Fi3 = 0}
este compatibil daca si numai daca 4a3 + 18a + 9 = 0. In acest caz obtinem urméatorul set

de conditii pentru existenta unei cubice invariante
(4> a = (_b2 - 1)/27 ¢ = b(_b2 - 5)/27 d = (b2 - 4)/2a g = 5b(_b2 - 3)/47 f = _17
ay = b(—b2 — 3)/2, a9 = (—3b)/2
Cubica invarianta este 2(z? + y*) — 22(b*z + 3bx + 2y) = 0.

Fie as; +1 # 0. Atunci ecuatia Fyy = 0 are solutia ¢ = (ajag; — 2aa; + 2a; — 2b)/2.
Exprimam a din Fi3 = 0 ¢i b din Fyy = 0. Calculam rezultanta polinoamelor F3q si Fao
in raport cu ay. Obtinem ca Res(Fyi, Fhy,az) = (a2 + 1)hihohs, unde hy = a? + as + 1,
hy = 3a} — 4a%ag; + 14a? + 27, hy = 27a%a3, — a3, + 15a3; — 48ay; — 64.

Daca h; = 0, atunci asy = —a% — 1 si determinam urmatorul set de conditii:

(5) b= (—2aa;—a}—a;—2ay)/3, c = (4ag+5ay —a} —2aa,) /6, d = (—2a—3a?—5)/2, f =
~1,g=a1(2—a+a?),a = —(4a3+9+21a?+a1(a?+1)(3a1+2a2))/(2(3a2 +2a,a:+9)),
Fy1 = a3(23a? + bajag + 4a3 + 54) — 18a3ay + 27a; — 4a3 — 27ay = 0.
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Cubica invarianta este 22 + y* + (af + 1)(a1z — y)a?® = 0.
Daca hy # 0 si hy = 0, atunci avem ag; = (3a + 14a? + 27)/(4a?) si obtinem urmatorul
set de conditii:
(6) a = (3a] + 14a? + 27)/(8a}), b = (—a} —3)/ay, c = a; — b, f = =1, d = 2a — 1,
g = (—9a} — 34a? — 81)/(8ay), ay = (—=3b)/2, 5a$ + 31a} + 63a3 — 27 = 0.
pentru existenta cubicei invariante 4a?(z? + y?) — (3a] + 14a} + 27)(a1x — y)z* = 0.
Presupunem ci hihy # 0 si fie hs = 0. Notam ag, = 3h? — 1. Atunci gisim ci
hg = (3&1]12 —ap + h3 — 3h)(3a1h2 — a; — h3 + 3]1) = 0.
In acest caz obtinem urmétoarele doud seturi de conditii:
(7) a = (3h? —1)/2, b= —2h, ¢ = h(Ta —4)/(3a), g = h(13a — 4 — 3a?)/(3a), [ = —1,
d=2a—1,a; =h(h*—3)/(3h* — 1), ay = 3h.

Cubica invarianta este 22 4+ y* 4+ (3ha — h*z + 3h*y — y)z* = 0.
(8) a= (3h* —1)/2, b=2h, c=—h(Ta —4)/(3a), g = —h(13a — 4 — 3a*)/(3a), f = —1,
d=2a—1,a; =—h(h*—3)/(3h* — 1), ay = —3h.
Cubica invariantd este 22 + y? 4+ (h¥z — 3ha + 3h*y — y)2* = 0.
Cazul go = 0 este simetric cu cazul g; = 0, se obtin seturile de conditii (4) — (8).
Presupunem ca g1, # 0 si fie g3 = 0. Atunci avem a = (ag; + cagp — asazy — aiazg)/as1.
Exprimim a; din Fyy = 0 si reducem ecuatiile din (4.7) dupa a3 din Fy3 = 0. Consideram
ecuatia Fyy — Fyy = 0 si presupunem ci basy — 3a3; + b’as = 0. In acest caz obtinem
urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:
(9) a=(B*+4)/4,c=(=3b)/2,d= (1*—4)/2, f=—1, g=b(30* —4)/8, a; = —ay — 2b,
4a3 + 8bay + 5b* + 4 = 0.
Cubica invarianta este 4(z% + y?) + b*2*(bx + 2y) = 0.
Presupunem ca bagy, — 3a§1 + b%ay; # 0 si exprimam ¢ din ecuatia Fyy — Fyy = 0. Daca
azp = 0, atunci obtinem urmatorul set de conditii:

(10) a=1,b=2¢c,d=10, f = —1, g = 3¢, a; = 3V/3, ay = —3/3.

pentru existenta cubicei invariante 2% + y? 4+ 8z%y = 0.
Fie asg # 0 si exprimam agy din F3; = 0. In acest caz obtinem urmatorul set de conditii

pentru existenta unei cubice invariante:
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(11) a = (2a91+baszg)/(2as1), ¢ = [—b(a3, +as (b*—32)+4b%)]/[2(3a3; —b%aqs; —4b%)], f = —1,
d = (3az —2a —2)/2, g = (3azy + 20+ 2¢) /2, azy = [(3az1 — b?)(as — 8)a3,|/[b(3a3, —
b2ag —4b%)], a1 = (2c—b—2a3)/2, as(2a3+ (b—2¢)ag+b*—2bc+2) —Ta3, +4bazy = 0,
Fyo = 8la3, — 30b%a3; + b?(b* + 24)a3, + 8b'as; + 166 = 0.

Cubica invarianta este 2% + y? + 2%(azor + azy) = 0.

4.1.3. Presupunem ca ajp # 0 si fie f = —1. Exprimam cgg, ¢11, o9 din ecuatiile Fjy =
0, Fo3 = 0, F35 = 0 a sistemului (4.6). Calculdam rezultanta polinoamelor Fy; si Fio in raport
cu a. Obtinem ca Res(Fy1, Fyo,a) = j1jojsja, unde ji = dajaazg — a3y, jo = a1 +as — ¢, jz =
afays + ayagy + aso, ja = a3a12 + aszag; + aso.

4.1.3.1. Presupunem ca j; = 0. Atunci azy = a3,/(4ass) si Fy1 = hihshs = 0, unde
hi = 2a1a12 + as1, hy = 2a3a12 + as1, hs = 2(a — 1)a12 + (a1 + az — c)ag.

Fie a; = —a91/(2a12), atunci avem hy = 0 §i F5o = 0. Exprimam b din Fyy = 0 gi reducem
ecuatiile F3; = 0, Fyy = 0 dupa a3 din Fi3 = 0. Presupunem ci ag; + 1 # 0 si exprimam ¢
din Fyy = 0. Atunci obtinem Fyy — F3; = (ag; — 2a)(a3y — 2az; — 4) = 0.

Daca as1 = 2a i a = 4, atunci determinam urmatoarele doua seturi de conditii pentru

existenta unei cubice invariante:

(12) a=4,b=T—g,c=29—-7,d=7, f=—-1,9°—149g+46 =0, a1 = —1, ay = 3g — 17.

Cubica invarianta este 22 + y* + 4a(x + y)* = 0.

(13) a=4,b=-T—g,c=29+T7,d=7, f=—1,9°+14g+46 =0, a; = 1, as = 3g + 17.

Cubica invarianta este 2? 4+ y* — 4z(z — y)* = 0.

Daca as; = 2a si a # 4, atunci obtinem urmatorul set de conditii:

(14) b= [3(a® — a},)]/[2a12(a — 4)], ¢ = (4a® — 2aa3, — 4a + 5a3y)/|a12(4 — a)], d = 2a — 1,
g = (a3y — 3a® + 17a® — aal, — 8a)/[2a12(4 — a)], a1 = (—a)/a1s, az = (a3, — 9a* +
2aa2,)/[2a12(a — 4)], Fi3 = 27al, — 2a3,(4a® — 3a® + 48a + 32) + 27a* = 0

pentru existenta cubicei invariante aio(2* + y?) + x(ax + a12y)? = 0.

Presupunem ci as; # 2a si fie ay = (a3, — 4)/2. Daca 5a?, — 108 = 0, atunci avem

Fys = (15a — 64)(5ajsas — 234) = 0 si obtinem urmatoarele doud seturi de conditii:

(15) a = 64/15, b = (504 — 25&12&2)/(75&12), c = 2(25&12&2 + 897)/(75&12), f = —1,
d =119/15, g = (25a15a5 + 2046)/(75a12), 5a2, — 108 = 0, a; = (—22)/(5ais), T5a2 —
].45&12(1,2 —819=0.
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Cubica invarianta este 16a19(z* + y?) + z(a,x — 4z + 4ay)* = 0.

(16) b = 6(15a — 101)/(25a12), ¢ = 2(45a + 497)/(25a12), d = (61 — 5a)/5, f = —1,
g = 4(45@ + 76)/(25@12), 5@%2 — 108 = 0, a] = (-22)/(5@12)7 a9 = 234/(5&12)

Cubica invariantd este 16aio(2? + %) + z(al,x — 4z + 4apy)? = 0.

Daca 5a%, — 108 # 0, atunci obtinem urmaitorul set de conditii:

(17) b = (4ecajy — 4asary — 3a3, — 4)/(4a12), d = (3a3y — 4a — 16)/4, g = (3aiy — 9643, —
32a12as + 64cayy + 16)/(32a12), n = (4aars + alyas — 4as — 3a3, + 12ay5)/(4ars), ¢ =
[a35(16a2 +104a — aty — 10a?, — 64) +96a — 160] /[16a12(6a — 4 — a?,)], az = [4aa?y(5a?y —
4) — (5afy — 12)(afy + 4)(aly — 6)]/[32a12(6a — 4 — aty)], Fi3 = 3afy — 4af,(8a + 1) +
4ay(280% + 8a — 13) + 32a2,(1 — 4a® — 2a* + 4a) — 64 = 0.

pentru existenta cubicei invariante 16a,5(2? + y?) + z(a2yr — 42 + 4a19y)? = 0.

Fie as; = —1. In acest caz Fy = (@ — 1)(4aipas — 1) = 0. Daca a = 1, atunci sistemul
(4.7) nu este compatibil. Presupunem cd a # 1 si fie ay = 1/(4a12). Cazul a = (—1)/2 se

contine in (14). Daci a # (—1)/2 si a2, = 2, atunci obtinem urmitorul set de conditii:

(18) a = (=3)/4, b = 1/(2a12), ¢ = 13/(daw), d = (=7)/4, f = —1, g = 9/(Saw),
a% = 2, a)p = 1/(2@12), o = 1/(4&12).

Cubica invarianta este 4a1o(z? + y?) + x(2? — 4azy + 8y?) = 0.
Cazul hy = 0 este simetric cu h; = 0, daca tinem cont de substitutia as <> a;.

Presupunem ca hihy # 0 si fie hg = 0. Exprimam a; din Fy; = 0 si reducem ecuatiile
sistemului (4.7) dupd a3 din Fi3 = 0. Atunci hy = 0 are solutia a = (a12a91 + 2a12 +
bas1]|/(2a12). Efectuaim notatiile Ay = ajpa9 — 2a12 — 3bagy si Ay = 4a2,(as; + 16) — 3a3,.

Fie A; # 0 i exprimam ¢ din Fyy = 0. Daca ag1(ag; + 4) = 0, atunci sistemul (4.7) nu
este compatibil. Daca as; = 8, atunci avem a1, = +4 si obtinem urmatoarele doua seturi de

conditii:
(19) a=b+5,¢c=b+12,d=6-b, f =—-1,9=2(b+6), a1 =8 — as, a3 — 8ap = 11.
Cubica invarianta este 22 4+ y* + 4z (z + y)* = 0.

(20) a=5—-b,c=b—12,d=6+b, f=—1,g=2(b—6), a; = —ay — 8, a3 + 8ay = 11.
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Cubica invarianta este 2? 4+ y* — 4z(z — y)* = 0.

Presupunem ca ag;(ag; + 4)(az; — 8)A; # 0 si fie Ay = 0. Atunci sistemul (4.6) nu este
compatibil.

Presupunem ca ag(ag + 4)(ag — 8)A1 Ay # 0 si reducem ecuatiile {Fyy = 0, F3; = 0}
dupa b din H = a9 Fyo + a12F51 = 0. Atunci Fy = ejep = 0, unde

e1 = 44a3,a9, — 6402, + 16bajoa3; — 128bajsas — 9a3,,
ey = 432at, — 16a3,a3, + 24a3,a3, — 768a3,a9 — 1024a3, + 27a3, .
Dacé e; = 0, expriméam b si obtinem ca Fy; = Fyo = 0si H = AA3 # 0.

Daca e; # 0 si e = 0, atunci obtinem urmatorul set de conditii:

(21) a = (apas + 2a1s + basy)/(2a12), ¢ = [4a3,(2a — 7) + 12bayz(2 — 3ag) + 9a3;, —
12b%as1]/[4(a12a21 — 2a19 — 3bagy)], d = (2a12a91 — 4ays — basy)/(2a12), f = —1, g =
(3a%, — 1242, + 8bays + 8cais)/(8arz), ay = ¢ — b — ayy — ag, 2a12a3 + 2a12a5(ayy + b —
c) + 4ba?y + a12(20* — 2bc + 2) + ag1 (4b — 3a19) = 0, H = b*(4a?,a91 + 64a?, — 3a3;) +
baio(4atyas —32a3,+ a3, —8a3,) + a3y (12a2, — a2y — 16as;) = 0, e = 432a], —16a2,a3, +

24a3,a5, — 768a3,a9, — 102443, + 27a5, = 0.

Cubica invarianta este 4a1o(z? + y?) + x(anx + 2a12y)* = 0.

Fie Ay = 0. Atunci avem b = [aq2(ag1 —2)]/(3az1) si sistemul de ecuatii { Fos = 0, F3; = 0}
este compatibil daca si numai daca a1o = 44, as; = 8. In acest caz obtinem seturile de
conditii (19) (b= 1) si (20) (b= —1).
4.1.3.2. Presupunem ca j; # 0 si fie jo = 0. Atuncu avem ¢ = a; + as $i Fy1 = 4115 = 0,
unde i, = a — 1, iy = 24102035 + (a1 + a2)ai2a01 — 2a12a30 + a3;.

Fie i1 = 0. Atunci F50 =0, Fy3 = 0 si Fyy = 0 are solutia a;s = —b. Obtinem ca

Fy = (2a1 + 2a2 + agp + 5b)(az + 1) = 0.

Presupunem ca ay; = —1. Atunci Fyy = 0 implicd agg = —(2a1 + 2a9 + 7b)/3 §i F3; =
(2ay + ag + 3b)(ay + 2ay + 3b) = 0. In acest caz sistemul (4.7) nu este compatibil.

Presupunem ca as; # —1. Atunci Fyy = 0 are solutia agg = —2a; — 2as — 5b §i Foy =
(a1 + ag + 2b)(ag; +4) = 0. Dacd ag; = —4, atunci sistemul (4.7) nu este compatibil.

Daci ag; # —4 si a; = —ay — 2b, atunci Fi3 = 0 implica ay = [2(az +b)* +2]/7. In acest

caz obtinem urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:
(22) a=1,c=-20,d=10, f = =1, g = —b, a1 = —ay — 2b, a3 + 2bay + b* — 27 = 0.

83



Cubica invariantd este 22 + y? — x(bx? — S8xy + by?) = 0.

Fie i1 # 0 si 49 = 0. Atunci asg = (2a1a2a3, + (a1 + az)aysas; + a3;)/(2a12). Din ecuatiile
Fs0 = 0, Fyy = 0 gasim ag; = b(ay + az), ajp = —b. Exprimam a din Fy3 = 0 si reducem
ecuatiile Fyo = 0 si F3; = 0 dupa b® din Fh, = 0. Consideram ecuatia G = Fyg + asF3; = 0
care are forma

= —2(b(ay — az) + a3 + 1)(2a; + 5b) (a2 + 1) = 0.
Daci a; = (—5b)/2, atunci avem a; = (—46)/(11b) si b*> = 4/11. In acest caz obtinem

urmatorul set de conditii pentru existenta cubicei invariante:

(23) a = (=61)/11, ¢ = —14b, d = (—34)/11, f = —1, g = (—299b)/11, b? = 4/11,
a; = (—5b)/2, ay = (—23b)/2.
Cubica invarianta este 2(z* + y?) — z(6b*x + 2z + by) (5bx + 2y) = 0.

Daci a; # (—5b)/2, atunci ecuatia G = 0 are solutia a; = (bay — a3 — 1)/b, iar Fyy = 0
are solutia a; = (—5b)/2. In acest caz b> = 4/11 si obtinem la fel setul de conditii (23).
4.1.3.3. Presupunem ca jijo # 0 si fie jg5 = 0. Atunci avem azy = —ay(aja12 + ag) si
Fy =rre =0, unde r; = aja(ay + as) + as1, ro = (a — )ayz + (a1 + as — ¢)(ararz + as).

Consideram r; = 0. Atunci as; = —(a; + az)ayz. Exprimdm a; din Fyy = 0 si reducem
ecuatiile {Fyg = 0, F3; = 0, Fypo = 0} dupa a3 din Fy3 = 0.

Notdm Az = a3 — 3b + ¢. Dacd As = 0 sistemul (4.7) nu este compatibil. Fie Az # 0
si exprimam a din Fyy = 0. Calculam rezultanta polinoamelor Fjy si F3; in raport cu c.
Obtinem cd Res(Fyo, F31,¢) = 1048576ba128182 - - - Sg, unde $1 = ajp — 2b, So = ajz — b,
s3 = 3aly, — 8bajy — 4, s4 = a2y + (3a1o — 4b)® + 8, s5 = (a1 — 4b)® + 4, s¢ = 9a2, + 4,
s7 =502y +4, sg = aly + 4, 59 = b? + 1 §i a128485 - - 59 # 0.

Fie b = 0. Atunci ecuatiile Fyy = 0 si F3; = 0 au factorul comun a5 — ¢. Daca as = c,
atunci cubica invariantd (4.4) este reductibild. Daca a1 # ¢ gi a3y = 4/3, atunci ¢ — 12 =0

si obtinem urmatorul set de conditii pentru existenta cubicei invariante:
(24) a = (=7)/3,b=0,d = (-8)/3, f = -1, g=1¢, *—12 =0, a; = (2¢ — 3az)/3,
3a3 — 2cas +3 = 0.
Cubica invarianta este 3(z? + y?) + z(cz® — 8zy + cy?) = 0.
Fie s; = 0 gi b # 0. Atunci obtinem ayy = 2b si ¢ = (30> + 1)/(2b). In acest caz partile
drepte ale sistemului (4.10) au factor comun.

Fie sy = 0 si bs; # 0. Atunci avem a5 = b, ¢ = 0 gi obtinem urmatorul set de conditii:
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(25) a=b*+1,¢c=0,d=20*—-1), f=-1,g=030*+1), a10=—-b+ivVi*+ 1
pentru existenta cubicei invariante z2 + y* + (2% + b)x3 + 2b%z%y + bxy* = 0.

Fie s3 = 0 si bsysy # 0. Atunci avem b = (3a%, — 4)/(8ay2) si ¢ = (15af, + 32a%, +

16)/(1643,). In acest caz obtinem urmatorul set de conditii:

(26) a = (Tay, —48at, —48)/(32a3y), b = (3at, —4)/(8a1z), ¢ = (15ai,+32af, +16)/(16a3,),
d = (Ta?, — 52)/16, f = —1, g = (9a%, — 132a}, + 432a%, + 320)/(128a3,), a; =
(4 — afy)/(darz), az = (16 — 3aj, + 24ad,)/(16at,).

Cubica invarianta este
64a3,(z? + %) + 2(3al,x — 24a3,x — 162 + 16ad,y)(a2yx — 42 + 4apy) = 0.

Presupunem cd ry # 0 i fie r = 0. Atunci obtinem a = [a1o—(a1+as—c)(ara19+as )]/ aqz.
Notam Ay = apz(a; — ag + arp) + 3az, As = ao(a? — ajars — 1) + 2a1a9; si fie AyA5 # 0.
Exprimam b din Foy = 0, ¢ din Fi3 = 0 gi reducem ecuatiile {Fyo = 0, F3; = 0} dupa
a2 din Fyy = 0. Atunci gasim ay din Fyy = 0 si obtinem ci Fy; = ujusuzusAsAs, unde
U1 = 3a1a12 + 2 + 2a01, us = 4ajais — a%Q + 4+ 4dagy, uz = a3 + 2a1a10 + 1 + as, ug =
(a1a12 + a21)? + ai, # 0.

Daca u; = 0, atunci sistemul (4.7) nu este compatibil. Dacd u; # 0 si uy = 0, atunci
ag = (a3, — 4araiy — 4)/4 si Fyy = 0 are solutia a; = (a}, — 7242, — 432)/(16a3,). In acest

caz obtinem urmatorul set de conditii:

(27) a = (3ay, — 16a3, + 144)/(32a%,), b = (—Ha2y — 36)/(8ar2), ¢ = (35a], — 432)/(16a3,),
d = (3aly+76a3,+576)/(16a3,), f = —1, g = (236ai, — 3a%, — 144a2, —8640) /(128a3,,),
ay = (afy, — 7203, — 432)/(1643,), ay = (7a3, + 36)/(4aio)

pentru existenta cubicei invariante

64a3, (2% + y?) — x(atyw — 7203, — 4322 — 16a3,y)(al,x — 4 + dayay) = 0.
Daca ujus # 0 si uz = 0, atunci ay; = —a? — 2a1a15 — 1 si Fpe = 0 are solutia ajp =

(=7a} — 18a? — 27)/(8a3). In acest caz obtinem urmitorul set de conditii:

(28) a = (3a$ — 3laf + 8la? + 243)/[8a3(a? + 9)], b = (Ta} + 18a} + 27)/[2a1(a? + 9)],
c = [(a}—18a2—27)(5a2+9)]/[4a3 (a2 +9)], d = [2a(a?+9)+26a3+18]/(a?+9), f = —1,
g = (3a} +94af — 288a — 1134a? — 243) /[16a3(a? +9)], as = —(19a} + 54a? +27)/(8a?)
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pentru existenta cubicei invariante
8a3(x? + y?) + x(adxr — 10a3x — 27ayx + Tajy + 18a%y + 27y)(ayx — y) = 0.

Fie Ay = 0. Atunci ag; = aia(as — a3 — a12)/3 si ecuatia Fi3 = 0 are solutia ay =
(a2, + 3aja12 4 6)/(a12 + 6a1). In acest caz partile drepte ale sistemului (4.10) au factor
comun.

Presupunem ca Ay # 0 si fie Ay = 0. Atunci avem as; = ajo(1 + ajan — a?)/(2a1).
Daci a12 = —2ay, partile drepte ale sistemului (4.10) au factor comun. Daca ajp # —2ay,

exprimam ¢ din Fyy = 0 si sistemul (4.7) nu este compatibil.

4.1.3.4. Presupunem ca j;jaj3 # 0 si fie j; = 0. Cazul j; = 0 este echivalent cu j3 = 0 daca

luam in consideratie simetria Fj;(ay, az) = Fij(ag, a1) in sistemul de ecuatii {(4.6), (4.7)}.
Astfel, a fost demonstratd urméitoarea teorema:

Teorema 4.1. Sistemul cubic (4.10) posedda doud drepte invariante si o cubica invariantd

wreductibila de pozifie genericda, cind agz = 0, dacd si numai daca se realizeaza unul din

seturile de condifii (1) — (28).

4.2. Conditii de existenta a doua drepte invariante si a unei cubice invariante

de pozitie generica, cazul e; =0 si ag3 # 0

Fie sistemul cubic (2.1) are doud drepte invariante ce trec prin punctul singular (0, 1),
adicd sistemul cubic are forma (4.10). Pentru acest sistem vom determina conditiile de
existentd a unei cubice invariante de forma (4.4) cand e; = 0 (vezi (4.9)).

Cu acest scop, studiem compatibilitatea sistemului de ecuatii {(4.6), (4.7),(4.8)} in
raport cu asp, asy, @12, Gg3, C20, Ci1, Co2, C10, Co1 cand k = (a — 1)(a; + az) + g, p =
(f+2)(a14as)+b—c, m =2—a} —ajas— a3 +c(ar+as) —a+d si apz(aps+1)(a; —az) # 0.

Din ecuatiile sistemului (4.8) gasim c¢19 = 2a — ag1, co1 = a12 — 2b, d = (3az; — 3ap3 — 2a+
2f)/2, g = (3asy — 3a12 + 2b + 2¢)/2, iar ecuatia e; = 0 admite urméatoarea parametrizare

. h2(27 - 4h)a03 . h(36 - 5h)a03 . (9 - h)a03
GO T s '

ag1 = a1p =
21 1912 y Q12 ;

Exprimam cgs, 11, €oo din ecuatiile Fps = 0, Fiy = 0, Fys = 0 ale sistemului (4.6) si

notam A; = 18t%ayay + 6t(9 — h)(ay + az) + 11h? — 144h + 486.

4.2.1. Fie A; # 0. In acest caz reducem sistemul de ecuatii (4.6) cu a din Fy, = 0.
Atunci obtinem Fy = fifofsfafsfe = 0, unde f1 = h — 6, fo = 6tay + h, f3 = 6tas + h,
f4 = 3tCL1 —4h + 27, f5 == 3tCL2 —4h + 27, fﬁ == 6t(a1 + CLQ) — b6tc — (f + 1)(7]’L - 54)
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4.2.1.1. Fie f; = 0, adica h = 6. Atunci Fy; = 0, F5y = 0, iar F3, = 0 implica
a; = [(1 —a)t? + (¢ — ax)t — f — 1]/t. Notam Ay = 3ags(at® + ft*> —4f +t* — 6) + 3at® —
22+ 62 —5ft> +12f — 512 + 6 5i Az = 27a3,(3t% + 5t + 12 — 1) + 144agst* (¢ + 1) + 64¢5.

4.2.1.1.1. Presupunem ci f = —2. In acest caz exprimam ¢ din Fi5 = 0 si a3 din Fyy = 0.
Calculam rezultanta polinoamelor Fyy si F3; in raport cu a, si obtinem Res(Fyg, F31,a) =
g19293, unde gy = 27a2;(3t° + 5t* + 2 — 1) + 144apst* (t* + 1) + 645, g, = t*(81a2; + 144ap3 +
64) + 2(27a3; + 36ag3 + 8), g3 = 3agz(3t* + 2t> — 1) + 812(1? — 1) + 32.

Fie g, = 0 si facem notatia t = v/3v. Atunci ¢; = hihe = 0, unde hy = 9agsv® + 3ag3v? +
3aosv + ags + Sv3, he = 9ag3v® — 3ag3v? + 3agsv — ags + Sv°.

Daca hy = 0, atunci agz = (—8v3)/[(3v? 4+ 1)(3v+1)] si obtinem urmatorul set de conditii

pentru existenta unei cubice invariante

(1) b= [-v3(v+1)%)/[v(3v + 1)(3v> +1)], ¢ = [J® — 90 — T00® — 602 — 3v — 1 — a(3v? +
1)(3v + Dw?]/[V3u(3v? + 1)(3v + 1)], d = —[2(3v° 4+ 3v% + 9v + 1) + a(3v + 1)(3v® +
DI/IG + DEo+ 1)), f = 2, g = 4G — 1) + V3 + (302 + ]/[VEG? + 1),
a1 = [V3u(c — ag) + 3v*(1 — a) — f — 1]/(v/3v), 27(a — 1)(3v* + 1)(3v + 1)v2a3 +
36v/3(a — 1)(9av® + 3av? + 3av + a — 9v° + 13v)viay + 12a20%(90® + 30% + 3v + 1) —
av(189v* + 27v3 — 10502 + v + 8) + 81v° + 27v* — 210 + 130% — 48v + 12 = 0,
F3 = 3a*v?(3v? + 1) — 2av(90® — 3v? — 3v + 1) + 9v* — 60° — 8v? + 6v + 3 = 0.

Cubica are forma 3v/3(3v% 4 1)(3v + 1)(2% 4+ 9?) — 8(z + V3vy)® = 0.
Daca hy # 0 i hy = 0, atunci avem ag3 = (—8v*)/[(3v?+1)(3v—1)] si obtinem urméatorul

set de conditii pentru existenta unei cubice invariante

(2) b=[V3(1 —v)*]/[v(3v —1)(3v + 1)], ¢ = [90° 4+ Iv* — T00® + 60% — 3v + 1 — a(3v> +
1D(3v — Dw?]/[V3v(3v? +1)(3v — 1)], d = —[2(3v® — 3v% + 9v — 1) + a(3v — 1)(3v® +
D)/ + V@0 = D), £ = ~2, g = [4@0 + 1) + V3 + 30 + D)/VEE + 1),
ar = [V3u(c — ay) + 30*(1 —a) — f — 1]/(v/3v), 27(a — 1)(3v% + 1)(3v — 1)v?a2 +
36v/3(a — 1)(9av® — 3av? + 3av — a — 9v° + 13v)viay + 12a20*(90® — 3v% + 3v — 1) —
av(189vt — 27v3 — 1050% — v + 8) + 81v° — 27v? — 210v® — 130? — 48v — 12 = 0,
3a?v?(3v? + 1) — 2av(90® + 3v? — 3v — 1) + 9v* + 60* — 8v* — 6v +3 = 0.

Cubica are forma 3v/3(3v% 4 1)(3v — 1)(2? + y?) — 8(z + v/3vy)® = 0.

Presupunem ci g; # 0sifie go = 0. Atunci t? = —2(27a2;+36a03+8)/(81ad;+144ag3+64).

In acest caz sistemul de ecuatii {Fyo = 0, F3; = 0} este compatibil dacd si numai daca
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a = 6(9a3; + 13ap3 + 4)/(27a; + 36ap3 + 8). Obtinem urmatorul set de conditii

(3) a=6(9a2; + 13ap3 +4)/(27a3; + 36ags + 8), b = —3(apz +1)/t, ¢ = (135a3; + 114ags —
8)/12(9ags + 8)t], d = [2t*(f — a) + 3ags(3 — ¢ )]/(2152), f=-29=[20+ct -
3(3t% — D)ags]/(2t?), a1 = [(1 — a)t* + t(c — az) — f — 1]/t, t* = —2(27a2; + 36a¢3 +
8)/(81a2; + 144ags + 64), 16a2(27a2; + 36ags + 8) + 4a2t(1215a33 + 2376a2; + 1296a03 +

128) + 729ag, + 6804a3,; + 10800a2; + 4608ap3 — 128 = 0

pentru existenta cubicei invariante t3(2? + y?) + ags(z + ty)® = 0.
Fie g1g2 # 0. Daci g3 = 0, atunci sistemul de ecuatii (4.7) nu este compatibil.

4.2.1.1.2. Presupunem ci f # —2 si fie Ay = 0. In acest caz exprimiam a3 din Fy3 =0
sia din Ay = 0.

Fie Ag = 0 si notam t = v/3v, atunci Ag = hihy = 0, unde hy = (90° + 3v% + 3v + 1)ags +
8v3, hy = (903 — 3v% + 3v — 1)ags + 8v°.

Fie hy = 0. Atunci ag3 = (—=80?)/[(3v? + 1)(3v + 1)] si Fhe = e1es = 0, unde e; =
(B> +1)f+6v2 —v+1sie =430 +1)Bv+1)*(v—1)2+4f(33v> + 60+ Tv + 2)(3v +
1)(v — 1) + 36305 — 59405 + 144v* + 780 + 17v% + 20v + 4.

Daca e; = 0, atunci obtinem urmatorul set de conditii

(4) a=[(3v—1)0]/(3v*+1),b=V3(1—0?)/[(3v*+1)(3v+1)],d = (—150° — 3v% — 13v —
D/[(3v2 +1)Bv+1)], f= (=602 +v—1)/(30>+1), g = [330? — 1 +/3(3v> +1)(3v +
1)c]/[V3(3v? +1)(3v + 1)], a; = [3v% + 6v — 1 + V/3(c — as)(3v® + 1)]/[V3(3v% + 1)],
3(3v% + 1)(3v + 1)(a2 — cay) + 6(150% + 1) (v — 1) — v/3(3v + 1)((3v® + 6v — 1)(3v +
Las — 3¢(3v* +1)(v—1)) =0

pentru existenta cubicei invariante 3v/3(3v + 1)(3v% 4+ 1) (22 + y?) — 8(x + V3vy)? = 0
Fie e; # 0 si es = 0. Notam v = —(u? + 2)/6. In acest caz avem ey = eg1e99 = 0, unde
o1 = 6fu?(u? + 8)(u? + 2u + 4) + 11u® + 22u® + 142u* + 172u® + 376u? + 112u + 128,
9 = 6fu(u? + 8)(u? — 2u + 4) + 11ub — 22u° + 142u* — 17203 + 376u? — 112u + 128.
Daca ey = 0 sau egy = 0, obtinem urmatorele doua seturi de conditii pentru existenta

unel cubice invariante:

(5) a = (ub + 2u® + 13u* + 22u® + 28u? + 8u — 64)/[(u? + 2u + 4)(u® + 8)u?], b = [(u® —
2u? + 20u + 32)(u + 2)%(2 — w)]/[V3(ut + 4u? + 16)(u? + 8)u?], ¢ = —(u® + 4u” —
63u — 16u° — 816u* — 224u® — 26240 + 128u — 3072)/[2/3(u* + 4u® + 16)(u2 + 8)u?),
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d = —(3u®+36u’ + 208u* 4+ 96u® + 1216u? + 384u + 1024) /[2(u* + 4u® 4 16) (u? + 8)u?],
f=—(11u® + 22u° + 142u* + 17203 + 376u? + 112u + 128)/[6(u® + 2u + 4) (u? + 8)u?],
g = —(u® + 4u” — 18uS — 16u® — 216u* — 80u® — 1088u? — 448u — 3584)/[2v/3(u* +
4u? +16) (u® + 8)u?], ap = [8(3u? — 2u +4) — v/3u? (u? — 2u + 4)as] /[v/3u? (u? — 2u +4)],
3u?(u? — 2u + 4)a? — 8v/3(3u? — 2u + 4)ay — (u? — 2u — 12)(u? +8) = 0.

Cubica invarianta este 27v/3u?(u* + 4u® 4 16) (22 + y?) — 8(V/3(u? + 2)y — 62)° = 0.

(6) a= (u® — 2u® + 13u* — 22u3 + 28u? — 8u — 64)/[(u* — 2u + 4)(u? + 8)u?], b = [—(u3 +

2u? 4+ 20u — 32)(u + 2)(u — 2)/[V3(u* + 4u® + 16)(u® + 8)u?], ¢ = —(ud — 4u” —
68u + 16u° — 816u* + 224u® — 2624u? — 128u — 3072) /[2v/3(u* + 4u® + 16)(u® + 8)u?],
d = —(3u® + 36u’ +208u* — 96u> + 1216u? — 384u + 1024) /[2(u* + 4u? + 16) (u? + 8)u?],
f=—(11u® — 220° + 142u* — 17203 + 376u® — 112u + 128)/[6(u? — 2u + 4) (u* + 8)u?],
g = —(u® — 4u” — 18uS + 16u° — 216u* + 80u® — 1088u? + 448u — 3584)/[2v/3(u* +
4u? +16) (u? + 8)u?], ay = [8(3u? 4 2u +4) — V/3u?(u? + 2u -+ 4)as) /[v/3u? (u? + 2u +4)],
3u?(u? + 2u + 4)a3 — 8v/3(3u? + 2u + 4)ay — (u? + 2u — 12)(u® + 8) = 0.

Cubica invarianta este 27v/3u?(u* + 4u® 4 16) (22 + y?) — 8(V/3(u? + 2)y — 6z)° = 0.

Presupunem ca hy # 0 si fie hy = 0. Atunci agz = (—8v%)/[(3v* + 1)(3v — 1)] si Fyy =
J1J2 = 0, unde j; = (3v*+)f + 602 + v+ 1si jo = 4f%(3v? +1)(3v — 1)*(v + 1)? + 4 (330> —
6v? + Tv —2)(3v — 1) (v + 1)% + 3630° + 5940° + 144v* — T8v3 + 17v? — 20v + 4.

Cand j; = 0, se obtine urmatorul set de conditii

(7) a=

[(3v41)v]/(3v2 +1), b= 3(1—v?)/[(3v* +1)(3v —1)], d = (—15v° +3v% — 13v +
1)/[(30v* +1)(3v—=1)], f = (=602 —v —1)/(3v2 + 1), g = [330% — 1 +v/3(30> + 1) (3v —
1)d]/[vV3(3v2 + 1)(3v — 1)], a1 = [=3v% + 60 + 1) +v/3(c — az) (3v% + 1)] /[V/3(3v? + 1)),
3(3v% + 1)(3v — 1)%(a3 — cay) — 6(150% + 1)(v + 1) + /3(3v — 1)((3v% — 6v — 1)(3v —
Las — 3¢(3v* +1)(v+1)) =0

pentru existenta cubicei invariante 3v/3(3v — 1)(3v? + 1)(2? + y?) — 8(x + V3vy)® =

Fie j; # 0 si j» = 0. Efectuam notatia v = (u? 4 2)/6. In acest caz jo = jorjao = 0, unde
Jo1 = 6fu*(u® + 8)(u? — 2u + 4) + 11u’ — 22u® + 142u* — 172u® + 376u> — 112u + 128,

Joo = 6fu(u? + 8)(u? + 2u + 4) + 11u’ + 22u° + 142u* + 172u? + 376u? + 112u + 128.

Daca jo; = 0 sau joo = 0, obtinem urmatorele doua seturi de conditii pentru existenta

cubicei invariante:
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(8) a = (ub — 2u® + 13u* — 2203 + 28u? — 8u — 64)/[(u* — 2u + 4)(u® + 8)u?], b = [(u® —
2u? + 20u — 32)(u + 2)(u — 2)?]/[V3(u* + 4u?® + 16)(u? + 8)u?], ¢ = (u® — 4u” —
68u’ + 16u® — 816u* + 224u® — 2624u? — 128u — 3072)/[2v/3(u? 4 4u? + 16) (u? + 8)u?],
d = —(3u® +36u’ + 208u* — 96u> + 1216u? — 384w + 1024) /[2(u* + 4u? + 16) (u? + 8)u?],
f=—(11u’ — 22u® + 142u* — 172u® + 376u? — 112u + 128) /[6(u? — 2u + 4) (u? + 8)u?],
g = (ud —4u” — 18uS + 16u° — 216u" + 80u® — 1088u? + 448u — 3584) /[2v/3(u' + 4u> +
16)(u? + 8)u?], a1 = —[8(3u® + 2u + 4) + V3u?(u? + 2u + 4)as]/[V3u?(u? + 2u + 4)],
3u?(u? + 2u + 4)a3 + 8v/3(3u® + 2u + 4)ay — (u? + 2u — 12)(u? 4+ 8) = 0.

(
(

Cubica invarianta este 27+v/3u?(u* + 4u® + 16)(2? + 3?) — 8(v/3(u?® + 2)y + 62)° = 0.

(9) a = (ub + 2u® + 13u* + 22u3 + 28u? + 8u — 64)/[(u® + 2u + 4)(u® + 8)u?], b = [(u® —
2u? + 20u + 32)(u + 2)%(u — 2)]/[V3(ut + 4u? + 16)(u® + 8)u?], ¢ = (u® + 4u” —
68u® — 16u° — 816u* — 224u> — 2624u? 4 128u — 3072) /[2v/3(u? 4 4u? + 16) (u? + 8)u?],
d = —(3u® + 36u’ + 208u? + 96u® + 1216u” + 384u + 1024) /[2(u* + 4u? + 16) (u? + 8)u?],
f=—(11u® + 22u° + 142u* + 17203 + 376u? + 112u + 128)/[6(u® + 2u + 4) (u?* + 8)u?],
g = (ud 4 4u” — 18u8 — 16u° — 216u* — 80u® — 1088u? — 448u — 3584) /[2v/3(u* + 4u® +
16)(u? + 8)u?], a1 = —[8(3u? — 2u + 4) + V3u?(u? — 2u + 4)ay] /[V3u?(u? — 2u + 4)],
3u?(u? — 2u + 4)a} + 8v/3(3u? — 2u + 4)ay — (u? — 2u — 12)(u? + 8) = 0.

(
(

Cubica invarianta este 27v/3u?(u* + 4u® 4 16) (2% + y?) — 8(v/3(u? 4 2)y + 62)° = 0.

Fie Az # 0. Vom considera ecuatia Fyy = 0 care poate fi scrisa sub forma Fyg = cR+ S5 =
0, unde R si S sunt polinoame in f de gradul trei si cinci, respectiv.

Fie R = 0. Calculam rezultanta polinoamelor R si S in raport cu f si obtinem

Res(R, S, f) = Az(3ags + t2)(t* — 3).

Cand ap3 = (—t?)/3, avem Fyg = rirors = 0, unde ry = 8f + 3> + 7, ry = 2% + f(#* +
4) 4 212+ 2, r3 = 6ct + 12f% + 36 f — 3t + 21t% + 26.

Daca r; = 0 sau 79 = 0 sau r3 = 0, atunci sistemul de ecuatii (4.6) nu este compatibil.

Cand t? = 3, ecuatia Fpy = 0 implica ag3 = (4f + 3)/6 si sistemul de ecuatii (4.7) nu este
compatibil.

Fie R # 0 si exprimam c¢ din Fyy = 0. In acest caz rezultanta polinoamelor Fyy i F31 in
raport cu f este Res(Fh, F31, f) = As(t? — 3). Daca t* = 3, atunci sistemul de ecuatii (4.7)

nu este compatibil.
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4.2.1.1.3. Fie (f +2)A, # 0. In acest caz exprimam ¢ din Fy, = 0 si calculim
rezultanta polinoamelor Fjq si F3; in raport cu a. Obtinem cd Res(Fyo, F31,a) = AgAsH,
unde H = (9a3; — 12 faos — Taos +4f2+4f)*(3faos +4aos — 22 —4f —2)t? + (2Tad; — 54 fads —
45a33+36 f2ap3+66 fags +32a03—8( f+1)*) (9 fags+14ag; — 12 f?ags —27 fags — 14ags+4(f +1)°).

Fie A3 = 0. Dacé notam ¢t = \/gv, atunci Az = hihy = 0, unde

hy = (90% + 3v% + 3v + 1)ags + 803, hy = (90 — 3v? + 3v — 1)ags + 8v°.

Presupunem ci h; = 0. Atunci agz = (—8v%)/[(3v* + 1)(3v + 1)] si F31 = 5152 = 0, unde
s1=3(30% + 1) (v + 1)(f? + a®v?) + 2f(v* + 120% + 160 + 3 — 9av* + 3av® — 3av? + av) —
2av (303 + 9% — v + 1)(3v — 1) + 9v° + 390" — 203 + 260* — 3v + 3, s9 = 3av(3v + 1)(v? —
1) +2f(3v* — 20+ 1)(3v + 1) — (90* — 3003 + 3v* — 8v — 2).

Fie s; = 0 si facem notatia v = —(u® + 2) /6. In acest caz s; = s11512 = 0, unde

s11 = (u? +2u+4)(u* + 2)(u+2)a + 6f(u® — 8) — u’ — du* — 24u? — 8u — 80,

s19 = (u* — 2u+4)(v* + 2)(u — 2)a + 6 f (u® + 8) — v’ + 4u + 24u* — 8u + 0.

Daca s1; = 0 sau sy = 0, obtinem urmatoarele doua seturi de conditii pentru existenta

cubicel invariante:

(10) b= —2[9fu(u* +4u? +16) + 17u’ + 84u* + 240u? + 64] /[v/3u?(u? + 2) (u? + 4u? + 16)],
d = [4u® + 8)(u? + 2)(u? — 4) + 3u*(f — a)(ut + 4u® + 16)]/[3u?(u* + 4u* + 16)],
g = [V3(b+c)(u* + 4u® + 16) — 24(u? + 4)]/[V3(u* + 4u® + 16)], ¢ = [au?(u? + 4u® +
16)(8 4 2u? — u?) 4+ u” — 2u® + 4u” — 16u’ + T2u’ — 128u* + 128u® — 576u? + 256u —
512]/[2v3u?(u—2) (ut + 4u? 4+ 16)], f = [u® +4u? + 240> + 8u+80 — a(u? + 2u+4) (u? +
2)(u+2)]/[6(u®—8)], a1 = [8(3u® — 2u+4) — v/3u?(u? — 2u+4)as] /[V3u? (u® — 2u+4)],
3u?(u? — 2u + 4)a? — 8v/3(3u? — 2u + 4)ay — (u? — 2u — 12)(u? +8) = 0.

Cubica invariantd are forma 27\/§u2(u4 + 4u? + 16) (2 + y?) — 8(\/§(u2 +2)y — 6x)3 = 0.

(11) b= —2[9fu?(u* + 4u® + 16) + 17ub + 84u’ + 240u> + 64] /[v/3u?(u? + 2) (u* + 4u? + 16)],
d = [4u? + 8)(u? + 2)(u* — 4) + 3u*(f — a)(u* + 4u? + 16)]/[3u?(u* + 4u? + 16)],
g = [V3(b+e)(u*+4u>+16)—24(u?+4)] /[V3(u* +4u+16)], ¢ = [—au® (u*+4u+16)(8+
2u? +u®) +u® + 2uB +4u” + 160’ +72u° +128ut 4128w + 57612 4-256u+512] /[2v/3u? (u+
2)(ut+4u*+16)], f = [u° —4u? —24u*+8u—80—a(u® —2u+4) (u?+2) (u—2)] /[6(u® —8)],
ay = [8(3u? +2u+4) — v3u?(u? 4 2u+4)as] /[V3u? (u? +2u +4)], 3u?(u® + 2u+4)a? —
8v/3(3u? + 2u + 4)ag — (u? + 2u — 12)(u® + 8) = 0.

Cubica invarianta are forma 27v/3u?(u* + 4u® 4 16) (2> + y?) — 8(V/3(u? + 2)y — 6z)° = 0.
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Fie s1 # 0 si s = 0. Exprimiam f din s, = 0 si @ din Fyy = 0. In acest caz obtinem

urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(12) @ = (270%+ 1802 +30+4) /[B(302+1) (3o +1)], b = [—v3(v-+1)2]/[(302+ 1) (3v+1)], ¢ =
[—v/3(27v3 +207v2 +210—T7)]/[9(30v2 4+ 1) (3v+1)], d = — (4503 + 3302 +51v+7)/[3(3v? +
DBv+1)], f=—(180 + 50 +4v +1)/[(3v + 1)(3v + 1)], g = [—V/3(270° + 108v% +
390 + 14)]/[9(302 + 1)(30+ 1)], a1 = [v/3(10 — 480 — 180%) — 9an(1 + 302)]/[9(1 + 3v2)],
9(3v% + 1)a2 + 2v/3(9v? 4 24v — 5)ay + 3(3v? + 160 + 17) = 0.

Cubica invarianta este 3v/3(3v 4 1)(30v? + 1)(z% + 3?) — 8(z + V/3vy)? =

Presupunem ci hy # 0 si fie hy = 0. Atunci, avem ag3 = (—80?)/[(3v* + 1)(3v — 1)] si
F31 = i1ip = 0, unde 4; = 3(3v% + 1) (v — 1)(f? 4 a®v?) + 2f(120% — 9v* — 160* — 3 + 9av* +
3av® + 3av? + av) — 2av(3v® — 90? — v — 1)(3v + 1) + 9v° — 39v* — 20 — 260? — 3v — 3,
iz = 3av(1 — 3v)(v? — 1) + 2f(3v? 4+ 20 + 1)(3v — 1) + 9v* + 300% + 3v? + 8v — 2.

Fie i, = 0 si notam v = (u® + 2)/6. In acest caz avem i; = 411412 = 0, unde

i = (v +2u+4)(u® + 2)(u+ 2)a + 6 f(u® — 8) — u® — 4u — 24u* — 8u — 80,

i1o = (u? — 2u +4)(u® +2)(u — 2)a + 6 f(u® + 8) — u® + 4u? + 24u? — Su + 80.

Daca 717 = 0 sau i1o = 0, obtinem urmatorele doua seturi de conditii pentru existenta

cubicei invariante:

(13) b= 2[9fu®(u* + 4u® + 16) + 17u’ + 84u* + 240u? + 64]/[v/3u?(u? + 2) (u* + 4u® + 16)],
d = [4u* + 8)(u? + 2)(u? — 4) + 3u*(f — a)(u* + 4u® + 16)]/[3u?(u* + 4u* + 16)],
g = [V3(b+ ¢)(u* + 4u2 4 16) + 24(u?® + 4)]/[V3(u* + 4u? + 16)], ¢ = [au?(u + 4u? +
16)(u® — 2u® — 8) — u? + 2u® — 4u” + 16u® — 72u® + 128u* — 128u® + 576u? — 256u +
512]/[2v/3u?(u —2) (u* +4u® +16)], f = [u® +4u* + 24u® 4+ 8u+80 — a(u? + 2u +4) (u? +
2)(u+2)]/[6(u—8)], a1 = [~8(3u®—2u-+4) — V3u?(u® —2u+4)as)/[V3u?(u? —2u+4)],
3u?(u? — 2u + 4)a} — 8v3(3u® — 2u + 4)ay — (v — 2u — 12)(u? + 8) = 0.

Cubica invariants este 27\/§u2(u4 + 4u? + 16) (2 + y?) — 8(\/§(u2 +2)y + 6x)3 = 0.

(14) b = 2[9fu?(u* + 4u® + 16) + 17uS + 84u* + 240u? + 64]/[v/3u?(u? + 2)(u* + 4u? + 16)],
d = [4u* + 8)(u? + 2)(u? — 4) + 3u*(f — a)(u* + 4u? + 16)]/[3u?(u* + 4u® + 16)],
g = [V3(b+c)(ut + 4u? + 16) + 24(u? + 4)]/[V3(u* + 4u® + 16)], ¢ = [av?(u? + 4u® +
16)(u® + 2u? + 8) — u® — 2u® — 4u” — 16u® — 72u° — 128u* — 128u? — 576u* — 256u —
512]/2v/3u?(u+2) (u* +4u® 4+ 16)], f = [u® —4u* —24u® +8u—80 — a(u® — 2u+4)(u? +
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2)(u—2)]/[6(u®+8)], a; = [—8(3u?+2u+4) — v3u?(u? +2u+4)as) /[V3u? (u? +2u+4)],
3u?(u? + 2u + 4)a2 + 8v/3(3u? + 2u + 4)ag — (u? + 2u — 12)(u® + 8) = 0.

Cubica invarianta este 27+v/3u?(u* + 4u® + 16)(2? + 32) — 8(v/3(u? + 2)y + 6x)° = 0.

Presupunem ci i, # 0 si fie i, = 0. Exprimam f din i, = 0 si a din Fy = 0. In acest caz

obtinem urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(15) a = (27v® — 1802 + 3v — 4)/[3(3v% + 1)(3v — 1)], b = [—V/3(v — 1)?]/[(3v* + 1) (3v — 1)],
¢ = [V3(27v3 —207v>+21v+7)] /[9(3v2+1) (3v—1)], d = —(450° = 330> +51v—7) /[3(3v>+
DBv—1)], f = (—180% + 50> — 4v + 1)/[(3v® + 1)(3v — 1)], g = [V3(27v® — 108v? +
390 — 14)]/[9(3v% + 1)(3v — 1)], a1 = [V3(18v* — 48v — 10) — 9as(1 + 3v2)]/[9(1 + 3v?)],
9(3v% + 1)a? — 2v/3(9? — 24v — 5)ay + 3(3v* — 16v + 17) = 0.

Cubica invarianta este 3v/3(3v — 1)(3v% + 1) (2% + 3?) — 8(x + +/3vy)? = 0.

Presupunem cd Az # 0 si fie H = 0. Reducem ecuatiile Fyy = 0, F3; = 0 din (4.7) dupa
t> din H = 0. In acest caz sistemul de ecuatii {Fy = 0, F3; = 0} este compatibil daci si
numai daci a = [—(27(9f2+ 15 +2)ags — 32(f + 1)6(f — 1) +8(30 /3 + 422 —10f — 23)(f +
1)3ags — 6(135f3 + 3242 + 198 + 20)ags + 3(360f* + 11163 + 10932 + 299 f — 46)ad; —
2(360f° 4 1356 f* + 1749 3 + T11f? — 209 f — 166)a2;)]/[(27ad; — 54 fads — 45a2; + 36 f2ags +
66 faos + 32a03 — 8(f + 1)3)(9fad; + 14a; — 12f2ags3 — 27 fags — 14aps + 4(f + 1)3)].

In acest caz obtinem urmatorul set de conditii:

(16) a = [—(27(9f% + 15f + 2)ad, — 32(f + 1)S(f — 1) + 8(30f3 4 422 — 10f — 23)(f +
1)3ag3 — 6(135f3 43242 +198 f +20)ags +3(360f* + 1116 3 +1093 f2 + 299 f — 46)a; —
2(360 f°+1356 f4+1749f3+ 711 f2—209f —166)a2;)]/[(27ad; — 54 f a2, — 4502, +36 f2ags +
66 fags + 32a0s — 8(f + 1)) (9fa2s + 14a2, — 12f2ags — 27 fags — 14ags +4(f +1)%)], b =
B(f+1—an)l/t, d = [3aos(3—1?)+2*(f —a)]/(2t?), g = [3aos(1—3t%)+2t%(b+c)]/(2¢),
c=[2027(12f + 19)ads + 8(2f + 3)(f + 1)%) — 3(522f2 + 1095 f + 448)ag, — 4(16 3 +
112f2 + 176 f + 77)(f + 1)%ag3 + 2(648 f3 + 1560 f2 + 923 f + 51)ad, — (336 4 + 528 % —
6022 — 1371 f —580)a2s] /[(9fads + 14a2, — 12 f%ags — 27 fags — 14ags +4(f 4 1)) (9a2, —
12fags — Tags +4f2 +4)1], t? = [—(27ad; — 54 fad, —45a2, +36 f2ags + 66 fags + 32ags —
8(f + 1)*)(9fa2; + 14a3; — 12f2%ags — 27 faps — 14ags + 4(f + 1)*)]/[(9ad; — 12faps —
Tags + 412 +4f)2(3faps + dags — 2f% —4f —2)], a1 = (£* — at® — ast + ct — f — 1)/t,
20(f + 2)(tas + at®> — t* — ct + f + 1)as + t*(2aap3 + 6af + 14a + 9a3; — 6 fags + 3aos —
12f — 18) + 6tc(ags — f — 1) + 3(2(f + 1)> — 13a2; + 4fags — 3ags) = 0.
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Cubica invarianta este 3(z? + y?) + ap3(z + ty)* = 0.

4.2.1.2. Presupunem ca f; # 0 si fie fo = 0. Atunci Fy; = 0, F59 = 0, F3 = 0, iar
Fos = 0 ne implica a; = (—h)/(6t), a = [6t(ag — c)(4h — 27) — 2f(4h — 27)% + 9(2t> — 4h? +
51h — 162)]/(18%), b = [(f + 1 — ae3)(9 — h)]/t.

Fie h = 54/7. Atunci as = [49t?(4+6 f —9ag3)+81(6+6 f —5ao3)]/(126t) si Fio = g1g2 = 0,
unde ¢; = 8lagz — 49t%, go = 18ags + Tct — 18f — 9.

Dacé g; = 0, atunci ¢ = [49t*(—=3f — 4) + 81(2f? + 6f + 3)]/(63¢) si obtinem urmatorul

set de conditii pentru existenta cubicei invariante:

(17) @ = (—2916,f2 + 5292 ft> — 5832 — 2401¢* + 3969t — 2916)/(882¢2), b = (81 f — 49¢* +
81)/(63t), c = (1622 — 147 f1> + 486 f — 19612 + 243)/(63t), d = (4374f% — 6615f1> +
87TASS + 2401t* — 793812 4 4374)/(132312), g = (3242 — 29412 + 1134 — 63712 +
405)/(126t), a1 = (—9)/(7t), ay = (2646 f> + 4374 — 2401+ — 44142 + 4374) /(1134¢),
Fy1 = 117649(° — 648274 (6f + 5) + 23814¢2(18f2 + 33 + 14) — 157464(f + 1)® = 0.

Cubica invarianta este 567t(x? + y?) + (7ty + 9z)?(Tty — 9x) = 0.
Daci g, # 0si gy = 0, atunci ¢ = [9(2f +1—2ags)]/(7t). In acest caz obtinem urmatoarele

doua seturi de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(18) a = 13/10, b= 5/(14t), ¢ = (=4)/(7t), d = (—16)/15, f = (~5)/6, g = 81/(70t), 12 =
15/49, a1 = (—9)/(Tt), az = 1/t.

Cubica invarianta este 315¢(x? + y?) + (92 + 7ty) (2722 — 5y%) = 0.

(19) @ = (162ags+63ast — 243 f +49¢2 — 243 /(49¢2), b = [9(f + 1 —ags)]/(71), ¢ = [9(2f +1—
2a93)]/(Tt), d = [49t3(2f — 2a — 3ags) — 243ags]/(9812), g = [686t3(b+ ¢) — 1323t2ags —
2187ags]/(686t%), Fi = 36ad, — 4aZy(15f + 13) + ags(36,2 + 66 f +29) — 8(f +1)3 = 0,
t2 = [BL(6((f +1)* +2ags) — (13f + 8)aos)]/[49(9aos — 6f — 4)(f +2)], a1 = (—9)/(7t),
ay = [—54a2, + Yags(4f — 1) + 27(f + D]/[TL(f + 2)].

Cubica invarianta este 343t*(z? + y?) + ao3(7ty + 92)*(Tty — 9z) = 0.

Fie h # 54/7 si exprimam c din Fi3 = 0. Vom considera ecuatiile e; = Fyo + 18t2Fhy = 0
si ey = (Th — 54)F3 — 4(4h® — 27h + 18t%) Fyy = 0, unde e; si e sunt polinoame de gradul
intai in necunoscuta ay. Calculam rezultanta polinoamelor e; si es in raport cu ag si obtinem

Res(ey, €9, as) = —4t(Th — 54)((4h — 27)% + 9t*)hy hy, unde hy = 81a2;(h — 6)? + 8ags(4h? —
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27h —18t%) — 144t%, hg = 12(f +2)t*(4+6f — 9aps) +4(2(f +1)*(4h —27) + 9(h — 6)ad,) (4h —
27) — (261 fh? — 3492 fh + 11664 f + 250h* — 3420h + 11664 )aos.

Cand h; = 0 exprimam a din e; = es = 0 si obtinem Fy, = j1jo = 0, unde j; =
27(32(4h — 27)%h + 729(h — 6)3ad; + 6(361h* — 4158h + 11664)(h — 6)a3;) + 8(6535h —
106110h? + 546750h — 866052)aos,

g2 = 128(f + 1)3(4h — 27)% — 2187(h — 6)%ad; — 81(23h — 162 — 54(h — 6) f)(h — 6)ag; +
18(2(2(11h — 72)(7Th — 45) — 81(h — 6)*f?) + 3(133h — 918)(h — 6) f)ag; — 8(8((2h — 27 —
9(h —6)f)f*+19h — 135)(4h — 27) + (31h — 216)? f)aes + 12((11h — 108)(5h — 36) + 54(h —
6)2f3 — 4(37h — 216)(4h — 27) f — 6(103h — 702)(h — 6) f*)a3,.

In acest caz avem urmatoarele doua seturi de conditii:

(20) a = [6t(as — c)(4h — 27) — 2f(4h — 27)2 + 9(2(> — 4h> + 51h — 162)]/(182), b =
[(f+1—aos)(9—R)]/t, ¢ = [A(3(5(5h—63)h+12(t2 +81) — (7fh—54f +22h—162)ast) +
((68h—891)h+-54(12+54)) f)+ (188 Fh2—2160 f h+-216 f12+5832 f+-99h% —1512h— 1802+
5832 24(4h —27)ast —3((11h+180)A-+108(t2 — 18))as)aos] /[24(ags + 1) (54— Th)t], d =
[4t*(2f —2a—3ap3) +apsh(36 —5h)]/(8t%), g = [72t3(b+c) +108t2agz(h—9) +ag3h? (27 —
AR)/(T26%), 2 = [(81h%ags + 3207 — 9T2hags — 216k + 2916a0s)ags]/(144(ags + 1)),
1 = 27(32(4h—27)2h+ 729(h—6)3a3, +6(361h2 — 4158+ 11664) (h—6)aZs) +8(6535h° —
106110h2 -+ 546750k — 866052)ags — 0, ar = (—h)/(6t), ap = [9(64(f + 1)(4h — 27)2h —
2187(h — 6)%aly + 54(27fh — 162f — 110h + 702)(h — 6)2a3, + 12(6(73h — 459)(h —
6)f — (29h — 108)(5h — 36))(h — 6)aZ,) + 16(2281h? — 44118h2 + 287226/ — 629856 +
0(83h — 432)(4h — 27)(h — 6) f)aos]/[48(216h2a%, — 63h%agsf + 250h%ags — 112R%f —
64h> — 2754had, + 864hagsf — 2970hagy + 1620hf + 1296k + 8748a2, — 2916agsf +
8748a05 — 5832 — 5832)1].

Cubica invarianta este 108¢3(x? + y?) — ag3(4hx — 3ty — 27x)(hz + 6ty)? = 0.

(21) a = [6t(az — c)(4h — 27) — 2f(4h — 27)2 + 9(262 — 4h? + 51h — 162)]/(18t2), b =
[(f+1—aos)(9—R)]/L, ¢ = [A(3(5(5h—63)h-+12(t2 +81) — (7fh—54f +22h—162)ast) +
((68h—891)h-+54(£2454)) f)+ (188 h2—2160 fh+ 216 f12 15832 f+99h2—1512h— 1802+
5832 24(4h —27)ast —3((11h+180)A-+108(12 — 18))ags)aos] /[24(ags + 1) (54— Th)t], d =
[4t*(2f —2a—3ag3) +aosh(36 —5h)]/(8t%), g = [T2t3(b+c) +108t2agz(h—9) +ag3h? (27 —
AR)/(T26%), 2 = [(81h%ags + 3207 — 9T2hags — 216k + 2916a0s)ags]/(144(ags + 1)),
Go = 128(f + 1)3(4h — 27)2 — 2187(h — 6)%al, — 81(23h — 162 — 54(h — 6) f)(h — 6)al, +
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18(2(2(11h — 72)(7h — 45) — 81(h — 6)22) + 3(133h — 918) (h — 6) f )als — 8(8((2h — 27 —
9(h — 6)f)f2 + 19h — 135)(4h — 27) + (31h — 216)%f)ags + 12((11h — 108)(5h — 36) +
54(h—6)2f3 —A4(37Th—216)(4h—27) f —6(103h—702)(h—6) f2)a2s = 0, ay = (—h)/(6t),
as = [9(64(f + 1)(4h — 27)2h — 2187(h — 6)%al, + 54(27fh — 162f — 110h + 702)(h —
6)2a3, + 12(6(73h — 459)(h — 6)f — (29h — 108)(5h — 36))(h — 6)aZ,) + 16(2281h3 —
44118h2 + 287226h — 629856 + 9(83h — 432)(4h — 27)(h — 6) f)ags]/[48(216h2a2, —
63h2ags f + 250h2ags — 112h2f — 64h2 — 2754ha2, + 864hags f — 2970hags + 1620hf +
1296/ + 8748aZ, — 2916a03 f + 8748ags — 5832 — 5832)t].

Cubica invarianta este 10843 (z? 4 y?) — ap3(4hx — 3ty — 27z)(hx + 6ty)* = 0.

4.2.1.3. Presupunem ca f;fy # 0 si fie f3 = 0. Acest caz este simetric cu cazul fo =0 si
obtinem seturile de conditii (17)—(21).

4.2.1.4. Presupunem ca fifofs # 0 si fie fy = 0. Atunci Fiyy =0, F50 =0, F32 = 0
si Fou = 0 implicd a; = (4h — 27)/(3t), a = (36t> — h*(f + 9) + 6h(ct + 9 — aqt))/(36t),
b=1[(f+1—aos)9—h)/t

Fie (5h — 54)(3hags — 27ap3 + fh + 5h — 27) # 0. Exprimam ¢ din Fj3 = 0 i reducem
ecuatiile Fiyg = 0, F3; = 0 dupa a3 din Fy = 0. Exprimdm ay din Fyy = 0 si obtinem ca
F31 = hihyhs = 0, unde hy = ag3(h? + 36t%) + 362, hy = 81(h — 6)2ags + 4(4h — 27)% + 362,
hs = 12t%(4 + 6 f — 9ae3)(f +2) + 9h(h — 6)ad; + h(18 — Th + 9f (4 — h))aes + 2R*(f + 1)*.

Daca hy = 0, atunci agz = (—36t2)/(h* 4 36t%). In acest caz avem Fhy = iyiy = 0, unde
i1 = 3h* — 184h2t? + 1728ht? — 144t*, iy = [f*(u? + 36)% + 3 f*(u® + 66) (u? + 36)* + 3 f (u* +
93u? + 4320) (u? + 36) + ub + 153ut + 4698u? + 279936]t + 486u(2fu® + u? + 72f + 144)).

Presupunem ca ¢; = 0. Ecuatia 7; = 0 admite urmatoarea parametrizare

t = (—1728u)/(3u* — 184u? — 144), h = (—1728u?)/(3u* — 184u? — 144)
si obtinem urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:
(22) a = —(2fut+T72fu? —u*+84u* —864) /[24(u?+36)], b = [—(u*+ T2+ f(u®+36))(3u’ +
Su? —144)]/[192(u?+36)u], d = (8fu?+96f +23u>+12)/96, ¢ = [— (64 fu +2304 fu?® —

3ub — 2240t + 302402 + 10368)] /[192(u? + 36)ul, g = [—(2fu2 + T2f — 3u® + 108) (u* +
24u? — 48)]/[128(u? + 36)u|, a; = (u* + 24u? — 48)/(64u), as = [3(—u* — 4)]/(16w).

Cubica invarianta este

64u(u® + 36) (22 + y?) + (ulz + 24u*z — 64uy — 48z)(ux + 6y)* = 0.
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Presupunem ca i; # 0 si fie i, = 0. Atunci i, = 0 admite urmétoarea parametrizare
t = [486u(—2fu? — u? — 72f — 144)]/[f*(u® + 36)® + 3f%(u? + 66)(u® + 36)* + 3f(u* +
93u? + 4320)(u? + 36) + ub + 153u* + 4698u? + 279936], h = ut.

In acest caz obtinem urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(23) a = [fAu*(u®+36)+2f (u*+72)(u*+9) +u* + 135u® +2592] /[18(2 fu? 4+ T2 f +u? 4 144)],
b= [(u*+72+f (u?+36))(9—tw)]/[(u*+36)t], c = [f3(u?+72)(u?+36)3+3 f? (u?+126u+
4752) (u? +36)2 + 3 f (u® 4+ 195u* + 1209612 + 311040) (u? 4 36) + u® + 279u’ 4 26406u* +
10380962 4 20155392 /[54u(u? + 144 + 2f (u? + 36))(u® + 36)], d = [2t(f — a)(u® +
36) + 9(5tu? + 12t — 36u)]/[2t(u? + 36)], g = [4tu(u® — 27) — 27(u® — 36) +2t(b+c) (u® +
36)]/[2t(u? +36)], t = [486u(—2fu? —u®—T72f —144)]/[f3(u*+36)3 + 3 f2(u® +66) (u* +
36)24+3 f (ut+93u? +4320) (u? 436 ) +u’ +153u* +4698u? +279936], a; = (4tu—27)/(3t),
az = [2f*(u® + 36)* + f(u? + 252)(u? + 36) — u* + 18u® + 7776]/[6u(u® + 36)).

Cubica invarianta este

3t(u? 4 36)(x? 4+ y?) + (4tux — 3ty — 27x)(uz + 6y)? = 0.

Daci hy # 0 si hy = 0, atunci t* = (—81(h — 6)2ags — 4(4h — 27)?) /36. In acest caz gisim
ca Fy = 7170 = 0, unde

g1 = 256(4h—27) +177147(h—6)*ad; +144(113h —702)(4h —27)*(h—6)ags3 + 729(499h? —
6372h + 20412)(h — 6)%als,

J2 = h(243a3; — 18a3;(27f + 10) + 3ad;(108f2 + 20f — 67) + 2ae3(51 — 36 /% + 62f2 +
157f) = 8(7f3+13f*+5f — 1)) — 54(27a3; — 54 fad; — 45a2; + 36 f2ags + 54 fags + 16ag3 —
8f(f +1)*)(ags + 1).

Presupunem ca j; = 0. Ecuatia j; = 0 admite urméatoarea parametrizare

apz = (—v® — 20° — 3v — 202 — 1) /(3v* + 202 + 1),
h = [54(30v° + 9v* + Tv? + 2)]/(270° + 750 + 5902 + 16).

In acest caz obtinem urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(24) a = [2(120"° + 420® + 590° + 46v* + 200% 4+ 4) (20 + 1) + f(3v* + 3v* 4+ 1) (3v* + 20 +
1)(3v2+2)(v2+2)]/[(Bvt +202 +1) (30?2 + 2) (v + v + 1)v?], b = [9(v® + 200 + 6vt + 402 +
2+ f(3vt 4207 +1))(90° + 210" + 1702 +4)] /[(2705 4 750* + 5902 + 16) (3v* + 202 + 1)¢],
¢ = [—18(90™ + 390! + T1v!? + 580! + 110® — 320° — 350" — 180v% — 4 — f(30° +
4ot + 302 4+ 1) (vt + 20% + 1)(v? + 2))]/[(270° + THv? + 590% + 16)(3v? + 202 + 1)tv?],
d = [—2(60'% + 18017 + 360® + 5008 + 43v* + 200 + 4 + f(v° + 4v* + 30?2 + 1)(30% +
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2N]/[(3v% +2)(v* + v + 1) (v — v + 1)v?], g = [-9(27v™® + 13500 4 930! — 43402 —
114001% — 13760 — 100205 — 4560 — 1240% — 16 — f(150® + 410° + 39v* + 1802 +
4)(3v* +20% +1)(3v? +2))]/[(270° + T50* + 5902 + 16) (3v* + 20% + 1) (3v% + 2)t0?], t* =
(—81(h—6)2ags —4(4h—27)%)/36, a; = [—27 (v +v2+1)v?]/[(2705 + 50 + 5902 +16)1],
az = [—9(60° 4 16v* + 130 + 4)(v* + v* + 1)]/[(270°® + T50* 4 590 + 16)¢].

Cubica invarianta este

108t (3v* + 20* + 1) (a? + y?) + (v* + v* + 1)*(4ha — 3ty — 27x) (ha + 6ty)* = 0.

Presupunem ca j; # 0 si fie jo = 0. Exprimam h din ecuatia jo = 0 si obtinem urmatorul

set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(25)

a = (36t> — h*(f +9) + 6h(ct + 9 — aqt))/(36t%), b = [(f + 1 — ae3)(9 — h)]/t, d =
(—8at? — bh2ags + 36hags — 12t%agz + 8f1%)/(8t%), g = [72(b + )t> — ag3(4h® — 2Th? —
108ht? + 972t2)]/(72t3), ¢ = [36t*(9aps — 6f — 4)(aos + 1) — 12thas(ags + 2f + 5) +
33h%a2,+540ha2, —5832a2, — 62 f h2ag3+432 fhags+27h%ags —216hags — 38 fh2+216 fh+
42h% — 1188h + 5832]/[12t(ags + 1)(5h — 54)], 1> = (—81(h — 6)%ags — 4(4h — 27)?) /36,
ap = (4h —27)/(3t), h = [54(2Tag; — 54 fad;s — 18ads + 36 f2al; — 29a2; — 8f3aps +
20 f2ags + 46 fags + 16ag3 — Sf(f + 1)?)]/(243ag; — 486 fad, — 180ag, + 324f%a2, +
60fa2, — 201a2, — 72f3ags + 124 f2ag3 + 314 fags + 102ag3 — 56 f3 — 1042 — 40f + 8),
az = [—9(1944aj, — 6480 fal, — 3483al, + 8640 f2ad, + 8154 fad, + 837al, — 5760 f3af, —
6264 f%ags + 1242 fags + 1881agy + 1920f*ad; + 1104 f3aj, — 4608 f2ad, — 5130 fad, —
1345a3; — 256 fa2, 4+ 656 f1a2, + 3424 f3a2, + 3976 f2a2, + 1590 f a2, + 12642, — 224 fP a3 —
720 f1ags — 688 f3ans + 16 f2ags + 336 fags + 128ags — 32f° — 1604 — 3203 — 3202 —
160f —32)]/[t(8(7f — 1)(f +1)? — 243ag; + 18(27f 4+ 10)ad; — 3(108 % + 20 f — 67)ad; +
2(36f3 — 62f% — 157f — 51)aps)(9ad; — 12fags — 11ags + 4(f + 1)?)].

Cubica invarianta este 108t (22 + y?) — ag3(4hx — 3ty — 27x)(hx + 6ty)* = 0.

Fie hihy # 0 i hy = 0. Daca f = —2 si ap3 = (2h)/][9(6 — h)], atunci obtinem urméatorul

set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(26) @ = (h?+ 6h — 108)/[2(11Ah% — 162k + 594)], b = [(Th — 54)(h — 9)]/[9t(h — 6)], f =

= (16h2 — 189h + 486)/[9t(h — 6)], d = [2(73h2 — 1089% + 4050)(h — 9)]/[3 (11h2
162h + 594)(h — 6)], g = [(137h3 — 2844h2 + 19332h — 42768)(4h — 27)]/[18t(11h2 —
162h + 594)(h — 6)], t2 = [(11h2 — 162h + 594)h2)/[486(h — 8)2], ay = (4h — 27)/(3t),
= [(20h2 — 315k + 1242)h] /[27t(h — 6)(h — 8)].
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Cubica invarianta este 486¢3(h — 6)(z* + y?) + h(4hx — 3ty — 27x)(hx + 6ty)* = 0.
Fie (9ags — 6f — 4)(f + 2) # 0 si exprimam ¢* din hz = 0:
2 = [B(2B(f + 1)+ 9(h — )y — (7h — 18+ 9/ (h — 4))aas)]/[12(9005 — 6 — 4)(/ +2)].
In acest caz stabilim ca Fypy = [16(f + 1)> — 8lad; + 9(10f + 1)ad; — 2(24f% + 27f +
11)aps]h + 54ap3(9ags — 6f — 4)(aps + 1) = 0. Exprimam h din Fyy = 0 si obtinem urmétorul

set de conditii pentru existenta unei cubice invariante

(27) a = (—agsh® + 18hags — 2htay — fh* — h* +12t?)/(12¢%), b = [(aps — f — 1)(h — 9)] /¢,
¢ = (54ap3—3hagz—2fh+6h—54)/(6t), d = [4t*(—2a—3agz+2f)+ash(36—5h)]/(8t?),
g = [7263(b+¢)+108t*(h—9)ag3 +agsh*(27—4h)] /(T2t3), h = [54ag3(6 f +4—9ags)(aos+
D)]/[16(f + 1) — 81a3, + (90 fags + 9ags — 48f% — 5Af — 22)ags], a1 = (4h — 27)/(3t),
t2 = [h(2h(f +1)* +9(h — 6)agy — (Th — 18+ 9f (h — 4))aos)]/[12(9aes — 6.f — 4)(f +2)],
as = [9a3;(h — 6) + apz(36f — 6fh — h + 18) — 2h(f + 1)]/[4t(f + 2)].

Cubica invarianta este 108¢3(x? + y?) — ag3(4hx — 3ty — 27z)(6ty + hx)>.

4.2.1.5. Presupunem ca fifofsfs # 0 si fie f5 = 0. Acest caz este simetric cu cazul
f1 = 0 si obtinem seturile de conditii (22) — (27).

4.2.1.6. Presupune ci fifofsfifs # 0 si fie fy = 0. Atunci ecuatiile {F50 = 0, Fy; =

0, F5 = 0} sistemului (4.6) ne implica
ay; = [6ct + (Th — 54)(f + 1) — 6aqt]/(6t), a = [18t% + h(f + 1)(27 — 4h)]/(18t?).

Exprimam b din Fyy = 0, a3 din Fyy = 0 si ¢ din Fyy = 0. Calculdm rezultanta poli-
noamelor F3; si Fi3 in raport cu f si obtinem Res(Fis, F31, f) = s1 -+ - s¢, unde

s1 = (135h* — 1782h + 5832)ags + 128h% — 1728h + 5832, sy = 1728t%(9aps + 8) —
43244 g [16A(5h — 36) + 243(h — 6)2a2, + 6(53h2 — 576h + 1458)ags] — 3612h2a2,[29h% — 288K +
64 + 54(h — 6)2%ags] — h2a2y[27(7h — 48)(h — 6)2ags + 4h(4h — 27)], s3 = (5h% — 36h —
36t%)ags — 48t% £ 0, s4 = (5h* — 36h)ags — 12t2 # 0, s5 = 4h3 — 27h? — 108ht* + 972t? # 0,
se = 432t5(16(7h — 54)3 4 243(5h — 36)?(h — 6)a2; + 18(125h% — 1836h + 6804) (5h — 36)ags) +
312(3(4145h° — 8413202 +565704h— 1259712) (5h — 36) (hh— 6 )ags +8(163h% — 2388h+8748) (4h—
97)2h)agsh? — (5h — 36)(4h — 27)2(h — 6)a2,h® # 0.

Fie s; = 0, atunci ecuatiile F3; = 0 i Fi3 = 0 au factorul comun J = 9(h—6) f+17h—108.

Daca J = 0, atunci obtinem urmatorul set de conditii

(28) @ = [8L(£2+9)h+16h3 —216h2 —486t2] /[81¢2(h—6)], b = [2h(27 —4h)(h—9)]/[27t(5h —
36)(h — 6)], c = [(T1h2 — 1062k + 3888)(4h — 27)]/[27t(5h — 36)(h — 6)], d = [2(80h* —
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165603 — 297h?t? + 1142152 + 3969ht> — 26244h — 13122t%)]/[81t%(5h — 36)(h — 6)],
f = (108—17h)/[9(h—6)], g = [(16h*—216h3+189h%*t2+T29h> —2592ht>+8748t%) (4h—
27)]/[243t3(5h — 36)(h — 6)], a1 = [(3(5h — 36)ast — 4(4h — 27)(h — 9))]/[3t(36 — 5h)],
a3 = [16h* — 344h® + 211212 + 2457h? — 288ht*> — 5832h + 972t> + 4(5h — 36)(4h —
27)(h — 9)ast]/[3(5h — 36)2¢].

Cubica invarianta este
729t3(5h — 36)(h — 6) (2 + y?) + 2(4h — 27)*(4hx — 3ty — 27x)(hx + 6ty)* = 0.

Fie J # 0 si calculam rezultanta polinoamelor F3; si Fi3 in raport cu f. Vom obtine ca
Res(Fys, Fs1, f) = rirars, unde r; = 16h* — 34403 — 12h%t +245Th? + 216ht* — 5832h — 97212,
ro = 16h3 — 216h2% + 135ht% + 729h — 972t2, iar rs reprezinta factorii diferiti de zero.

Daci r; = 0, atunci ecuatiile Fy; = 0,F;3 = 0 ne implicd f = (—53h* + 648h —
1944)/[9(5h? — 661 +216)] si obtinem urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubicei

invariante

(29) a = (—Afh2+27fh—A4h>+2Th+18t2)/(182), b = [2(108—13h)(4h—27)(h—9)] /[27(5h—
36)(h—6)t], ¢ = [(47h? —702h+2592)(13h—108) (4h—27)]/[243(5h— 36) (h—6)(h—8)t),
d = [42(2f — 2a — 3ags) + haos(36 — 5h)]/(82), f = (=532 + 648h — 1944)/[9(5h2 —
66k +216)], g = [723(b+ ¢) + 108t2ags(h — 9) + h2ags(27 — 4h)]/(72t3), 16h* — 344h3 —
121242+ 2457h? +216ht2 —5832h—972t% = 0, ay = (6ct—6tas+7fh—54f+Th—54)/(6t),
a2 = [(41h% — 1746h% + 20088h — 69984)(11h2 — 168h + 648)(4h — 27) — 48(137h? —
2070h + 7776)(h — 9)3ast] /[243(5h — 36)(4h — 27)(h — 6)(8 — h)2h)].

Cubica invarianta este
243nht(5h — 36)(h — 6)(h — 8)(z* + y?) + 8(h — 9)?(4hx — 3ty — 27z)(hx + 6ty)? = 0.
Daca r;1 # 0 si ro = 0, atunci ecuatiile F3; = 0, Fj3 = 0 au factorul comun K =
27(5h—36)%(h—6) f2+18 f(23h—162)(5h—36)(h—6) +1427h3 — 285662 + 1900267 — 419904.

Fie K = 0, atunci obtinem urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubicei invariante

(30) @ = (15fh — 108f + 23h — 162)/[2(4h — 27)], b = [(27(f + 1)(5h — 36)(h — 6) +
8(4h — 27)2)(h — 9)]/[27(5h — 36)(6 — R)t], c = [30377h° — 1115892h* + 16282944h3 —
118098000h2 + 426097584h — 612220032 — 81(7h — 54)(5h — 36)(h — 6)2 £ — 18(199h° —
3861h2 + 24786k — 52488)(5h — 36)(h — 6) f]/[54(109h2 — 1458h + 4860 + 9(5h — 36) (h —
6)f)(5h — 36)(h — 6)t], d = [4£2(2f — 2a — 3ags) + hags(36 — 5h)]/(8t2), g = [T263(b +
¢) + 108¢2ags(h — 9) + h2ag3(27 — 4h)]/(7263), K = 27(5h — 36)2(h — 6) f + 18f(23h —

100



162)(5h—36) (h—6) +1427h® — 28566h2 +190026h — 419904 = 0, 16h3 —216h%+ 135t +
729h — 97212 = 0, ay = (6¢t — 6tay + Tfh — 5Af + Th — 54)/(6t), a2 = [2((345fh* —
17064 f h® 4265356 f h% — 1679616 f h+ 3779136 f + 5h* — 9585h3 +210924h2 — 1548396 +
3779136)(4h—27)ay—3(135 fh2 —2052 f h+T776 f +215h2 —3240h+12150) (5h—36) (5h—
54)t)(4h — 27)]/[81(109h2 — 1458h 44860 + 9(5h — 36) (h— 6) f) (f + 1) (5h — 36)2(h — 6)t].

Cubica invarianta este

27ht(h — 6)(2? + y*) — 2(4hx — 3ty — 27z)(hx + 6ty)? = 0.
Fie s; # 0 si s = 0. In acest caz vom obtine urmitorul set de conditii:

(31) a = [182 + h(f +1)(27 — 4h)]/(182), b = [(f + 1 — an3)(9 — h)]/t, c = [3888t1(2(5fh —
36 f +12h—90)(f +1)(Th—54) —63(5h —36) (h—9)aZ; +2(75f h— 540 f — 20h+162) (h—
9)ags) + 36t2(8(f + 1)2(11h — 81)(7h — 54)(4h — 27) — 9(113h% — 1908h + 7776)(5h —
36)a2; +2(225 fh? — 4050 fh + 17496 f + 292h% — 4536h + 17496) (4h — 27)ags)h — (4(f +
1)(4h—27)—3(5h—36)ags) (4h—27)agsh?] /[TT761° (45hags — 324ags — 30 fh+216 f —16h+
108) —216t3(8(f+1)(11h—81)(4h—27) —3(31h—216)(5h—36)ags)h], d = [42(2f —2a—
3ags) + hags (36 — 5h)]/(8t2), g = [72t3(b+¢) + 108t2ag3 (h — 9) + hags (27 — 4h)] /(72¢%),
a; = [6¢t + (Th — 54)(f 4+ 1) — 6agt] /(61), a2 = [7263¢(1 + 2f — 3ags) + 12t2(3(10f —
3 — 2lags)(h — 9)ags + (chag + 14fh — 108f + 34h — 270)(f + 1)) + 2t(((f + 1)(7h —
54)ag +6(4h —27)c)(f +1) — 6¢(5h — 36)ags)h + (2(f +1)*(Th — 54) (4h — 27) — 27(4h? —
69h + 288)a2, + (38fh% — 684 fh + 2916 f + 50h? — 765h + 2916)ags)h]/[12¢2h(f + 1)),
Fi = 5184¢t®(2f +1—3ag3) (3f +4) +432t4(2((42f2h — 324 f2+157 fh— 1242 f +136h —
1080)(f+1) —63(3f +4)(h—9)a3;) +3(3(20 fh— 180 f +21h—186) f — (23h—216))ags) —
288t3(3(21fh — 144 f +26h —180)ags — (12f + 13)(f +1)(4h —27))ch — 12t*(81(45 f h? —
730.fh + 2880 f + 53h* — 868h + 3456) a2, — 4(84 fh — 648 f 4+ 143h — 1134)(f +1)%(4h —
27) — 9(170f2h? — 2784 f2h 4 11016 f% + 249 fh* — 3990 fh + 15552 f + 8Th? — 1260h +
4536)ag3)h+(16( f+1)%(7Th—54) (4h—27)%—3(1241h3 —29016h2+222264h— 559872 ) a2, +
A(85fh% — 1440 fh + 5832 + 109h2 — 1602 + 5832)(4h — 27)ags)(f + 1)h2 = 0, Fi3 =
4323 (3ags — 2f — 1)(f + 2)c + 36t%((31h — 324 — 54(h — 10) f2 — (101h — 918) f)ags —
(2(14f2h—108 f2+59 f h—486 f +66h—540) ( f+1)—9(13 fh—126 f +27h—252)a’;)) = 0,
so = 1728t%(9ags + 8)? — 432t*as[16h(5h — 36) + 243(h — 6)2a2, + 6(53h> — 576h +
1458) ags] — 36t2h2a2,[29h% — 288h + 64 + 54(h — 6)%ags] — h2a3;[27(7Th — 48) (h — 6)2ags +
4h(4h — 27)%] = 0.
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Cubica invarianta este 108¢3(z? + y?) — ap3(4hx — 3ty — 27z)(hx + 6ty)* = 0.

4.2.2. Fie A; = 0. Presupunem ca h = 6, atunci Ay = 4175 = 0, unde
11 =a1t +1, 19 = ast + 1.

4.2.2.1. Admitem ci i; = 0, adicd a; = —1/t, atunci Fyo = 0, Fy; = 0 ¢i F3 = 0.
Exprimam b din Fypy = 0 §i a din Fi3 = 0, apoi reducem sistemul {Fyo = 0, F3; = 0, F5y = 0}
dupa a% din Fy = 0. In acest caz, consideram ecuatia I = t2F3; + Fy = 411412, unde
i11 = 3(6ag3 — tc — 2f + 1)ags + (2axf + 4as — 3c)t — 3, 115 = (2 + 1)ags + 2.

Fie i1; = 0, atunci ¢ = —[3(2f — 1 — 6ap3)aos — (2(f +2)ast — 3)]/[3t(a03 + 1)] si ecuatiile
{Fy =0, F3 =0, Fps = 0} au factorul comun G = 3ag3 — 2f — 1.

Presupunem G = 0, atunci ag3 = (2f 4+ 1)/3 si obtinem urmétorul set de conditii

(32) a= (2f +3t2+1)/(2t?), b= (f+2)/t,d = (2f —2t>+1)/t?, g = [(2ct —4f + 1)t* +2f +
1)/(263), k = [(2f + 1+ 3t2)(ct — 21)]/(2t3), 1 = (—f —2)/t, m = (—3t2 + Atcf — 82 —
2f =1)/(2%), n = [te(f +2) = 2f(f +3) +* = 1]/, p = [te(f + 1) + 2f (—f = 2)I/1,
q=[(4f —2tc — D)t* + 2tc(2f +1) = 8f* —6f — 1]/2t>, r = —f — 1, s = [(2f + t* +
)(ct —2f)]/(2tY), a1 = —1/t, ag = (ct — 2f)/t

pentru existenta cubicei invariante 3(z% + y?)t3 + (2f + 1)(z + ty)* = 0.

Admitem ci G # 0, si notam Ay = 2ast + 2 + 3.

Fie A, = 0, adica a; = (—t*> — 3)/(2t). In acest caz ecuatia Fyy = 0 implica t> = 3 si
sistemul {Fyy = 0, F3; = 0} nu este compatibil.

Presupunem ca Ay # 0, atunci din ecuatia Fyy = 0 avem ag3 = [(a3—3)t?]/[3(t*+3+2axt)]
si obtinem Fjyy = (3t* — 1)a3 + 8ast — t* + 3.

Daca t? = 1/3, atunci ay = —1/(3t) si obtinem urmatorul set de conditii
(33) a=3(f+1),b=(9f +10)/(3t), c = =5/(3t), d = (=6f —13)/3, g = (9f +5)/(31),
ap = —1/t, a9 = —1/(3t)
pentru existenta cubicei invariante 9(z* + y?)t — (92? + y?)ty — 3(2? + y*)z = 0.

Presupunem ca t? # 1/3 si notam ¢ = V/3u. In acest caz avem urmitoarele doudl seturi

de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(34) a=[33f+7)u+3f—4u+3]/(3u>+1), b= 3[(f+1)(3u+1)(3u+1)+8u?)]/[V3(3u>+
1) (3u 4 1)u), ¢ = [54(f + 2)u® — 57u* + 12(f — 3)u® — 6u® — 2(f + 4)u — 1]/[v/3(3u? +
DBu+ 1) (u+ 1], d=[(=6f — 17)u — 2f — 3]/(3u+ 1), g = [54(f + 2)u’® + 3(9f +
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10)ut + 12(4f + 5)u® + 2(9f + 4)u? + 10fu + 3f + 2]/[vV3(3u? + 1)(3u + 1)(u + 1)u],
a1 = —1/(V3u), az = [V3(u — 1)]/(3u + 1).

Cubica invariantd este 3v/3(3u?+1) (3u+1)(22+y?)—8((u?y>+22)2+3v/3(u?y*+2?)uy) = 0.

(35) a = [3(3f+Tu+3f+4u+3]/(3u+1), b = 3[(f+1)(3u>+1)(3u—1)+8u?)] /[vV3(3u>+
D)(3u—1)u], ¢ = —=[54(f 4+ 2)u® + 57u* +12(f — 3)u® + 6u? — 2(f +4)u+1]/[V3(3u> +
1)(3u—1)(u—1)u), d = [(=6f —17)u+2f +3]/(Bu—1), g = [54(—f — 2)u® + 3(9f +
10)u* +12(—4f — 5)u® +2(9f +4)u? — 10fu +3f 4+ 2]/[vV3(3u® +1)(3u — 1) (v — 1)u],
a1 = —1/(v/3u), ay = [—v3(u + 1)]/(3u — 1).

Cubica invarianta este 3v/3(3u?+1)(3u—1) (2% 4+y?) —8((9uy*+12) 2 —3v/3(u*y* +2*)uy) = 0.
Fie iy # 0 si iy = 0. In acest caz ags = —t2/(t> + 1) si notam As = 2ast + 9.
Presupunem ca As = 0, adica a; = —9/(2t). Atunci obtinem ca Fyy = (2ft2 4 2f + 4t> +

1)(t* — 27). Daca t? = 27, atunci gasim urmatorul set de conditii

(36) a = (—42f — 17 — 14ct) /126, b = 3(28f + 55)/(28t), d = (14ct + 168f + 179)/126,
g = (28ct + 84f + 285)/(28t), a; = —1/t, ay = —9/(2t), t* = 27

pentru existenta cubicei invariante 28(x? + y?)t — ((22 + 81y?)x + 3(2? + 9y?)ty) = 0.
Fie t* — 27 # 0. Exprimam f si ¢ din ecuatiile {Fyy = 0, F3; = 0}. In acest caz obtinem

urmatorul set de conditii

(37) a = (3t?)/(2t242), b = 3/(2t+2)t, c = (=173 =11) /[2(t3*+1)t], d = (=2t2=5) /(£ +1),
f= (=42 —=1)/(2t* + 2), g = (=8> — 11)/[2(¢* + 1)t], a1 = —1/t, ay = —9/(2t)

pentru existenta cubicei invariante (2 + ¢)(z% + y?) — (ty + z)* = 0.
Presupunem ca Az # 0. Exprimam c din ecuatia Fy, atunci F3; = (4a3 — ao)t® + (3243 —
5)t? 4 (4a3 + 63as)t + 27 = 0. In acest caz determindm urmatorul set de conditii pentru

existenta unei cubice invariante:

(38) a = [8a3(f + 2)t* + 6ay(10f + 21)t> + (16a2f 4 20a2 4+ 102f + 231)t + 30as(2f + 1)t +
42f + 1)a2 + 102f + 51]/[2(2aqt + 9)(# + 1)], b = 3[(f + 1)(#> + 1) + £2]/[(£* + 1)1],
c=[2ax(f +2)t° +2(a2 + 5f + 10)t* + 2a9(4f + Tt + (243 + 10f — 31)t2 + 2a>(3f +
5)t — 91/[(2azt + 9)(t* + 1)t], d = [—4a3(f + 2)t* — 4ax(7f + 15)t3 — 2(4aif + 5a3 +
21f +51)t% — 4as(Tf +6)t — 2(2a3 f + a2 + 21 f + 33)]/[(2ast + 9)(t* + 1)], g = [4aa(f +
2)t° 4+ 4(a3 + 5f + 10)t* + 1das(2f + 5)t* + (4a3 + TAf + 127)¢* + 2a5(12f + 13)t +
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9(6f + 1)]/[2(2ast + 9)(t2 + 1)t], F31 = 4(2 + t)ad + 32t%a3 — t3ay + 63tay — 5% + 27,
a; = —1/t

Cubica invarianta este (2 +t)(2* + y?) — (ty + x)* = 0.

4.2.2.1.2. Presupunem i; # 0 si fie i = 0. Acest caz este simetric cu cazul i; = 0 si
obtinem seturile de conditii (32)—(38).

4.2.2.2. Fie f; #0si fo = 0. In acest caz a; = —h/(6t) si ecuatiile F5qg = 0, Fy; = 0,
F35 = 0 ne implica ap = (4h — 27)/(3t). Exprimam b din Foy = 0, a din Fi3 = 0 si notam
Ag = 3ap3(11h? — 144h + 18t + 486) + 2(13h> — 189h + 27> + 729).

Fie Ag = 0, atunci agg = [2(—13h? 4+ 189h — 27t* — 729)]/[3(11h% — 144h + 18t + 486)].
Astfel obtinem ca Fhy = ujus = 0, unde u; = 17h3 — 513h% + 45ht% + 4617h — 486t> — 13122,
uy = 22fh% — 288 fh + 36 ft> + 972 f + 37h? — 522h + 721? + 1944.

Presupunem ca u; = 0, adica t* = (—17h3+513h? — 4617h+13122)/[9(5h — 54)]. Atunci
obtinem ecuatiile

Fyo = [18((h — 9) f — ct)(h — 6) + 50h* — 603h + 1458](2h — 27)(h — 9)(h — 18) = 0,

F31 =[Th — 184+ 6(h — 6) f](2h — 27)(h — 9)(h — 18) = 0.

Dacd h = 9 sau h = 18, ecuatia u; = 0 nu are solutii reale. Pentru h = 27/2 obtinem

urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(39) a = (10ct — 45f — 81)/45, b = [=9(5f + 9)]/(10t), d = (—20ct + 180f + 459),/90,
g = (10ct — 45f — 108)/(10t), a; = (—9)/(4t), as = 9/t, ¢ = 81/4.

Cubica invarianta este 5(x? + y?)t + (72 — 4y*)ty + 9(2* + 2y*)z = 0.
Fie (2h — 27)(h — 9)(h — 18) # 0. Exprimim f si ¢ din ecuatiile Fy; = 0 si Fyo = 0. In

acest caz avem urmatorul set de conditii

(40) a = (128h*—5085h*+67311h2—367416h+708588)/[6(17h*—513h2+4617h—13122)(h—
6)], b = (5h — 54)(9 — h)/[18(h — 6)t], ¢ = (292 — 360h + 972)/[18(h — 6)t], d =
(127h* + 4140R3 — 48114h2 + 244944h — 472392) /[3(17h? — 513h2 + 4617h — 13122) (h —
6)], f = (18 — 7h)/[6(h — 6)], g = [(46h3 — 137Th2 + 10692h — 26244)(4h — 27)(h —
9)]/[18(17h3 — 513k + 4617h — 13122)(h — 6)t], a1 = (—h)/(6t), az = (4h — 27)/(3t),
2 = (—17h? 4 513h2 — 4617h + 13122)/[9(5h — 54)]

pentru existenta cubicei invariante
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27(17h3 — 513h* + 4617h — 13122)(h — 6)(2? + y?)t — 4h5x (52 — 51y?) — 3h*ty(THx? +
68y?) + 27h*z(132% — 296y?) + 16213ty (252% + 38y?*) — 1458h3x(a? — T6y?) — 2916h>ty (62> +
19¢?) — 656100h%zy? + 157464hty> + 1417176hzy* = 0.

Fie uy # 0sius = 0. Exprimam f din u; = 0. Atunci ecuatiile Fyg, F3; au solutia comuna
¢ = [6((13t> + 1161)h — 108(t> + 27)) + (43h — 942)h?]/[2((11h — 144)h + 18(+> + 27))t]. In

acest caz obtinem urmatorul set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(41) a = [(65h — 1413)h3 + 972(t* + 27)t* — 8748(t* + 3)h + 243(3t* + 43)h?]/(36t*w),
b = [(Th—54)(9—h)h]/(6tw), c = [6((13t24+1161)h—108(t>+27))+(43h—942)h?] / (2tw),
d = [(65h — 1413)h3 — 648(% + 27)% + 324(13t> — 81)h — 9(29t> — 1161)h?]/(18t>w),
f=[-((37Th — 522)h + 72(> + 27))]/(2w), g = [((13h> — 189h% — 2592t>)h + 324(t* +
27)t% + 9(25t* + 81)h*)(4h — 27)]/(108t3w), ay = (—h)/(6t), az = (4h — 27)/(3t),

w = 11h? — 144h + 18t + 486.

Cubica invarianta este 162((11h — 144)h + 18(¢* + 27))(x? + y*)t3 + (13h? — 189h + 2712 +
729)(4hx — 3ty — 27x)(hx + 6ty)* = 0.

Presupunem cd Ag # 0. Exprimam c¢ din Fy = 0 si ecuatiile {Fy = 0, F3; = 0} au
factorul comun G = 3ag3 — 2f — 1.

Fie G = 0, atunci agg = (2f + 1)/3 si obtinem urmatorul set de conditii

(42) @ = (—10fh? + 72fh — 5h% + 36h + 108¢2)/(72t2), b = (f + 2)(9 — h)/(3t), ¢ =
(—Afh + 36f + 5h — 36)/(6t), d = (—10fh? + T2fh — 5h? + 36h — T22)/(36t2), g =
<_

2Fh? — h? + 36t2)(4h — 27)/(2163), a1 = (—h)/(61), az = (4h — 27)/(3t)

pentru existenta cubicei invariante 324t (x? +y?) — (2f +1)(4hx — 3ty — 27z) (hx + 6ty)* = 0.
Admitem ca G # 0. Calculam rezultanta polinoamelor Fyy si F3; in raport cu t si
obtinem Res(Fyg, F31,t) = i1i9isisisigiz, unde @3 = Th — 54, iy = 9agsh — 5daps + 4h,
13 = 9agsh—54ag3+7Th—54, iy = 9agsh—>54ag3+8h—>54, i5 = 9agzsh—>54ag3+16h—108, ig =
O(Th—54)(h—6)ags +4(4h—27)2, iz = 16(4h—27)2+405(h—6)2a2, +36(17h—108)(h—6)ags.
Fie i; = 0, adicA h = 54/7. Consideram ecuatiile Fyg = (81lagz — 49t?)(2a03 + 1),
F31 = 54a2; + 49a03t? 4 216ag3 + 49t* + 54 din (4.7).
Daci apz = (49t%)/81, atunci ecuatia F3; = 0 nu are solutii reale.

Fie ap3 = —1/2. In acest caz obtinem urmatoarele doua seturi de conditii:

(43) a= (6f+11)/2, b= (2f +3)/2, c=2(f+1),d=-2(f+2), g =3f +5, a1 = —1,
a9 = l,t:9/7
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Cubica invarianta este 2(z? + %) + (z + y)*(z — y) = 0.

(44) a = (6f+11)/2, b= (—2f —3)/2, c = —2(f+1),d = —2(f +2), g = —3f =5, a1 = 1,
ay = —1,t = (=9)/7.

Cubica invariantd este 2(z? + y?) — (z + y)(x —y)> = 0.
Presupunem ca iy # 0 si fie i3 = 0. Atunci ags = (—4h)/[9(h — 6)]. Ecuatiile {Fy =

0, F3; = 0} au solutia comuna ¢? = h3/[9(5h — 54)] si obtinem urmatorul set de conditjii

(45) @ = [—(18fh2 — 270fh + 972f + 4h* + Oh — 486)]/[3(h — 6)h], b = [(9(f + 1)(h —
6) + 4h)(9 — h)]/[9(h — 6)t], ¢ = [—(3fh% — 18fh — 11h2 + 171h — 486)]/[9(h — 6)t],
d = (14fh—108f +29h—270)/(2h), g = [—(6fh —36f — h+54)(4h — 27)] /[18(h — 6)t],
ay = (—=h)/(61), az = (4h — 27)/(3t), 12 = h3/[9(5h — 54)]

pentru existenta cubicei invariante 27(h — 6)(z* + y?)ht + 4h3x(5x? + 3y*) + 3h2ty(752? —
4y%) — 27h% (1322 + 4y?) — 4050htz2y + 1458ha® + 17496tz%y = 0.

Presupunem 4iy # 0 si fie i3 = 0, adicd a3 = [—(7h—54)]/[9(h—6)]. In acest caz calculam
rezultanta polinoamelor Fjo si F3; in raport cu ¢ si obtinem Res(Fyg, F31,t) = (5h — 36)is.
Daca h = 36/5, atunci sistemul de ecuatii {Fyo = 0, F3; = 0} nu este compatibil.

Fie iyigiz # 0 gi iy = 0. Din iy = 0 gasim ap3 = [2(—4h + 27)]/[9(h — 6)] si ecuatiile
Fy = 0 si F3; = 0 au factorul comun H = 4h? — 27h — 18t2.

Presupunem H = 0, atunci t* = [h(4h — 27)]/18 si obtinem urmaétorul set de conditii

pentru existenta unei cubice invariante:

(46) a = (18fh—108f+47h—306)/[6(h—6)], b = [(9fh—54f+17Th—108)(9—h)]/[9(h—6)t],
¢ = (48fh? — 612fh 4 1944 f + 125h% — 1710h + 5832)/[18(h — 6)t], d = —2(f + 2),
g = (30fh?® — 342fh + 972f + T1h? — 837h + 2430)/[18(h — 6)t], a; = (—h)/(6t),
as = (4h — 27)/(3t), * = [h(4h — 27)]/18].

Cubica invarianta este 27(h — 6)(z? +y*)t + 4h*z(2? + 6y?) + 3hty (1522 — 8y?) — 2Thx(z* +
14y%) + 162ty(—22* + y?) + 1458xy* = 0.
Fie H # 0. Calculam rezultanta polinoamelor Fjy si F3; in raport cu t gi obtinem
Res(Fy, F31,t) = iz. Prin urmare, sistemul de ecuatii { Fjo = 0, F3; = 0} nu este compatibil.
Presupunem iyi9iziy # 0 i fie i5 = 0. Atunci ap3 = [—4(4h — 27)]/[9(h — 6)] si ecuatiile
Fyo = 0 si F3; = 0 au factorul comun I = 8(2h — 27)h + 9(¢*> + 81). Ecuatia I = 0 nu are

solutii reale gi, prin urmare, sistemul {Fy, = 0, F3; = 0} nu este compatibil.

106



Fie I # 0 gi calculam rezultanta polinoamelor Fyy si F3; in raport cu t. Obtinem ca

Res(Fy, Fi1,t) = iy. In acest caz sistemul de ecuatii {Fy = 0, F3; = 0} nu este compatibil.

54)(h — 6)], iar ecuatiile Fyy = 0 si F3; = 0 au factorul comun J = (4h + 27)% + (3t)? # 0.
Prin urmare, sistemul {Fyy = 0, F3; = 0} nu este compatibil.

Calculam rezultanta polinoamelor Fyg si F3; in raport cu t. Obtinem c& Res(Fyg, F31,t) =
i119i314 # 0. Prin urmare, sistemul {Fyo = 0, F3; = 0} nu este compatibil.
ir = inire = 0, unde iy = (42 + 923 — 22 — 92 + 4)h — 27(21 + 223 — 22 + 1), iy =
(42 =923 — 22+ 92 + 4)h — 27(2* — 223 + 22+ 1).

Fie iz; = 0, atunci h = [27(2* +22°% — 22 +1)]/(42* + 92 — 22 — 92+ 4) si ecuatiile Fyy = 0
si F3; = 0 au factorul comun K = (42% + 923 — 22 — 92 + 4)%t2 — 81(22 — 1)(2 + 2) 2.

Presupunem ca K = 0. Din K = 0 gasim t* = [81(22—1)(242)23] /(421 + 923 — 22— 92+4)?

si obtinem urmatorul set de conditii

(47) a = [2"94+ 729 + 4125 + 14427 + 1842% — 11025 — 1842% + 14423 — 4122 + 72 — 1+ 2(2* +
323 +222 =324 1)(22+1)2(22 = 1) (2 + 2) f]/[2(z* + 1)?*(22 = 1) (2 + 2) (2 + 1) (2 — 1)z],
b=1[9(z*+622+1+(22+1)2f)(2*+323 =22 —32+1)] /[ (42" + 923 — 22 — 92 +4) (22 +1)%¢],
c=[-9(210 + 52° + 528 + 3227 — 4420 — 13825 + 442* +322% — 522 + 52 — 1 +2(2* —
223 — 622 + 22 + 1)(2% + 1)%f2)]/[2(42% + 92% — 22 — 92 + 4) (2% + 1)%(z + 1) (2 — 1)¢],
d=[—(42° 4 312° + 54z* — 1423 — 5422 + 312 — 4+ 2(2* + 223 + 222 — 22 + 1)(22 —
D(z+2)N)]/[222 = 1)(z +2)(z + 1)(z — 1)2], g = [-9(2'2 + 4211 — 37210 — 1442° —
7328 4+ 11627 + 2625 — 11625 — 7321 + 14423 — 3722 — 42+ 1 —2(2% + 225 + 22 — 1) (22 +
1222 —1)(z+2)f)]/[2(42* + 923 — 22 = 92+ 4) (2 + 1)*(22 — 1) (2 + 2) (2 + 1) (2 — 1)¢],
ar = (—=h)/(6t), ay = (4h—27)/(3t), 1> = [81(22—1)(2+2)2%] /(42* + 923 — 22 — 92 +4)?

pentru existenta cubicei invariante (2% + y?)(42* + 92% — 22 — 92 + 4)(22 + 1)*(22 — 1)(z +
Dtz —(((214+623—422—62+1) (21 +223 22+ 1)2% +4(22 — 1) (2 +2)y?23) (421 + 923 — 22 — 92+
Nty+9(4(24+323 =22 =32 +1) (22— 1) (2 +2)9y?22 + (21 +223 =22 +1)2(22 — 2 — 1)z} z2) = 0.

Fie K # 0. Din ecuatia F3; = 0 avem t* = [27(22'0 + 729 + 1328 4 1327 — 1326 —
2425 + 132 + 1323 — 1322 + 72 — 2)2]/[(42* + 923 — 22 — 92 + 4)%(2 + 1)%(z — 1), iar
ecuatia Fyo = 22% 4+ 223 — 322 — 22 +2 = 0 nu are solutii reale. Prin urmare, sistemul

{Fy =0, F3; = 0} nu este compatibil.
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Presupunem c& i7; # 0 i fie i7g = 0. Atunci gasim h = [27(z* — 22% + 22 + 1)]/(42* —
923 — 22 + 92 + 4), iar ecuatiile Fjy = 0, F3; = 0 au factorul comun L = (42% — 923 — 22 +
9z +4)%% + 81(22 + 1)(z — 2) 2%

Fie L = 0, atunci * = [81(22+1)(2—2)2%]/(42* — 923 — 22 +92+4)? i obtinem urmatorul

set de conditii pentru existenta unei cubice invariante:

(48) a = [—(210 — 729 + 4128 — 14427 + 18425 4 1102° — 1842* — 14423 — 4122 — T2 — 1 +
2024 =323+ 222+ 324+ 1) (22 +1)2(22+ 1) (2 — 2) /)]/[2(z2 + 1)?(22 + 1) (2* — 1) (2 — 2) 2],
b=[9(z*+622+1+(224+1)%f)(2* =322 —224+32+1)] /[(42* =923 — 224+ 924+4) (22 +1)?¢],
c=[-9(2'0 — 52% + 528 — 3227 — 4425 + 1382° + 442 — 3223 — 522 — 52— 1 —2(2* +
223 — 622 — 22+ 1) (22 + 1)%f2)]/[2(42* — 923 — 22 + 92 + 4) (22 + 1)*(z + 1) (2 — 1)t],
d=[420—3125+ 542" + 1423 — 5422 — 312 — 44+ 2(2* — 223 + 222 + 22 + 1) (22 + 1) (2 —
2)f1/[2(2z + 1)(22 = 1)(2 — 2)z], g = [-9(21% — 421! — 37210 4+ 1442° — 7328 — 11627 +
2620 +1162° — 732 — 14423 — 3722+ 42+ 1 —2(25 - 22° =22 — 1) (22 + 1)?(22 + 1) (2 —
2)0]/[2(42* =923 — 22 + 92+ 4) (22 + 1)?(22 + 1) (22 = 1) (2 — 2)t], ay = [—9(2* — 223 +
22+ 1)]/[2(42* — 923 — 22 + 92+ 4)t], ag = [9(2% + 2 — 1)z2]/[(42* — 923 — 22 + 9= + 4)1],
12 =[81(22 + 1)(2 — 2)23] /(42" — 923 — 22 + 92 + 4)2.

Cubica invariantd este (22 +y?)(42% — 923 — 22+ 92 +4) (22 +1)%(22+ 1) (2 — 2)tz — (9((2* —

223+ 22+ 1)2(22+ 2 — D2 +4(z* =328 — 22+ 32+ 1) (22 + 1) (2 — 2)y%22)wz — ((2* — 223 +

224+ 1)(2% — 62% — 422 + 62 + 1)2? — 422 + 1)(z — 2)y%23) (421 — 923 — 22 + 92 + 4)ty) = 0.
Astfel, a fost demonstratd urméitoarea teorema:

Teorema 4.2. Sistemul cubic (4.10) poseda doua drepte invariante (4.1) si o cubicd invari-

anta ireductibila (4.4) de pozitie generica, cind e; = 0, daca si numai dacd se realizeazd

unul din seturile de conditii (1) — (48).
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4.3. Conditii de existenta a doua drepte invariante si a unei cubice invariante

de pozitie generica, cazul e; = 0 si agze; # 0

In aceastd sectiune, pentru sistemul cubic (2.1) vom determina conditiile de existenta a
doud drepte invariante de forma (4.1) si a unei cubice invariante de forma (4.4) cand ey = 0
(vezi (4.9)). Cu acest scop, se studiaza compatibilitatea sistemului {(4.3), (4.6), (4.7), (4.8)}
in raport cu ay, as, g, a1, A1, Aoz, C20, C11, Co2, C10, Co1, cand agz(ags + 1)(a; — ag)e; # 0.

Din ecuatiile sistemului (4.8) gasim c¢19 = 2a — ag1, co1 = a12 — 2b, d = (3az; — 3ap3 — 2a+
21)/2, g = (3azp—3ai12+2b+2c) /2, iar ecuatia e; = 0 ne implic azg = —ay(ap3a2+a2a;+as;).

Exprimam cgg, 11, ¢oo din ecuatiile Fys = 0, Fiy = 0, Fo3 = 0 ale sistemului (4.6) si
calculam rezultanta polinoamelor F3o si Fjy; in raport cu k. Vom obtine ca

Res(F3g, Fy1, k) = ajze1G, unde G = (2a + 3ags — 2f + 2m — 2)ad; + 2a2a3,(f + 2) +
2a1a35(b — ¢ — p) + 2a12a03(b — p) + as1apz(2f + 2 — 3agz) — 2a3,(f + 1).

Fie G = 0 si exprimam m din aceasta ecuatie. Atunci avem F3s = ag39192, unde g; =
2a12(a1za; + ag1)(f + 1) — 2ap3(a1ar + as + apza?)(b — p) — 3(arz + agia; + agzal)ads +
a12a3ag3(2f + 2 — 3agz) + 2a1a33(a — 1) + 2a2,(b + ¢ — k), go = 3agza; + a;z. Vom cerceta
doua cazuri posibile: gy =0 si g1 # 0, g = 0.

4.3.1. Presupunem ca g; = 0 si exprimam k din ecuatia ¢ = 0. Atunci F5o = Fyy =
F35 = 0. Reducem ecuatiile sistemului (4.6) dupa b din Fyy = 0 i exprimam a din Fi3 = 0.

Notam A; = a2;(2 —a?) +2ap3(1 — a? — as ) +aly — 2a12a1 — 2as si fie Ay = 0. Exprimam
az; din Ay = 0 gi ¢ din Fyy = 0. Sistemul de ecuatii {Fyo = 0, F3; = 0, Fou = 0} are solutii
reale daca si numai dacé ag3 = (2f+2)/3 si a;o = 2b. In acest caz obtinem c& Fy; = hihy = 0,
unde hy = (f +1)a; —2b—p, ha = (f + 1)ay + 3b.

Presupunem ci hy = 0, atunci a; = (204 p)/(f + 1). In acest caz partile drepte ale
sistemului cubic (2.1) au factorul comun (2b + p)z + (f + 1)(1 — y), ceea ce contrazice
presupunerii cd membrii drepti ai sistemului (2.1) sunt polinoame reciproc prime.

Fie hy # 0 si hy = 0, atunci a; = (—3b)/(f + 1). In acest caz sistemul de ecutii algebrice
(4.3) nu are solutii reale.

Presupunem ci A; # 0. In acest caz exprimam p din Fyy = 0 si calculdm rezultanta
polinoamelor F3; si Fyo in raport cu ¢. Obtinem ca Res(Fs1, Fyo,¢) = A1j1J2j3, unde

g1 =3a0s — 2f — 2, jo = (3ags + 1)ai + 2a12a1 + a1 + 1,

g3 = (3ad; + 4agz)a? + (2a19a1 + 4agy + 4)ags — a3y + 4ajpar + 4ag; + 4.
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4.3.1.1. Presupunem ca j; = 0, atunci ags = (2f +2)/3 si ajo = 2b. In acest caz ecuatiile
F31 =0 i Fyp = 0 au factorul comun £ = a; + 2b — c.

Fie E = 0, atunci avem a; = ¢ — 2b si Fy; = 0, Fyo = 0. In acest caz pirtile drepte ale
sistemului cubic (2.1) au factorul comun (a;2 — ¢)x + y — 1, ceea ce contrazice presupunerii
cd membrii drepti ai sistemului (2.1) sunt polinoame reciproc prime.

Fie E # 0. Calculam rezultanta polinoamelor F3; si Fy in raport cu ag;. Obtinem
cd Res(F3y, Fyg,a21) = rirarsryrs, unde vy = (f + 1)ag + 3b, 7o = (f + 2)a; + b, r3 =
(Bb+a + fa1)> + (2f +5)2#0, ry = (6b+ Tay +4fay)* + (2f +5)2 #0, r5 = 2f + 5 # 0.

Daca r = 0, atunci a; = (—3b)/(f+2) si sistemul {F3; = 0, Fyp = 0} nu este compatibil.

Daca r, = 0, atunci a; = (=b)/(f + 2) si sistemul de ecuatii {F3; = 0, Fyp = 0} este
compatibil daca si numai daca

axn = [(2f +5)0* — (f +2)°]/(f +2)*.
In acest caz sistemul (4.3) ne implicd ay = ¢ — 2b, iar partile drepte ale sistemului cubic (2.1)

au factorul comun (2b — ¢)z + y — 1, ceea ce contrazice presupunerii.

4.3.1.2. Presupunem ci j; # 0 si fie jo = 0. Atunci ag; = —(a? + 1 + 2a10a; + 3agza?) si
F31 = 518983 = 0, unde s; = (3ap3 + 2)a; + a1z, s2 = (6a2; — 4faps — 2f — 2)a; + 4agzarz —
cags — 2faiy — 2a19, $3 = (2a3a;1 + a1a + a1)* + (apz + 1)* # 0.

4.3.1.2.1. Daci s; = 0, atunci a;g = —(3ap3 + 2)ay si F33 = 0, Fyo = 0. Pentru a
determina a doua dreaptd invarianta vom considera sistemul (4.3).

Cand ag3 = (—2)/3, ecuatiile sistemului (4.3) au solutiile ay = —ay si a®> = 3. In acest
caz partile drepte ale sistemului cubic (2.1) au factorul comun cx + (f + 1)y + 1, ceea ce
contrazice presupunerii cd membrii drepti ai sistemului (2.1) sunt polinoame reciproc prime.

Cand 3aps + 2 # 0, exprimam ¢ din ecuatia F3 = 0 gi obtinem

Fy = 2a3(6a3; + 11ags + 5) — 3atasa03(aps + 1) — 2a1(6ags + 5) + az(9a2; + 15a03 + 4)

Fy = 3a3(7a2; + 13ap3 + 6) — 2a1a2(6a2; + 3ags — 2) — 2a3ags + 3(3a2; + Hags + 2).

Notdm a; = uh si ay = vh. Dacd v = [2(6aos + 5)u]/(3ap3), atunci ap3 = (—5)/6 si

h?u? = 3. In acest caz obtinem urmatorul set de conditii

(1) a=(3f+8)/5,b=[p(6f+11)]/5, c = [2p(=2f = 7)]/5, d = [2(f + 1)]/5, g = [p(2f —
3/5, k= [p(=4f =9)]/5, 1= =b,m=f+2,n=(=-2f =7)/5 q=[p(=2f + 3)]/5,
r=—(f+1),s=0,4p*-=3=0

pentru existenta a doua drepte invariante
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l—y=0, 1-2pr—y=0
si a unei cubice invariante
6(z% + y?) — 6px® + 3zy — 6pry? — 5y° = 0.
Fie v # [2(6ag3 + 5)u]/(3ag3), atunci exprimam h? din ecuatia Fy = 0 gi obtinem F; =
q192q3 = 0, unde ¢ = 6agsu + du + v, qo = 3agzu — 3ag3v + 3u — v, q3 = Saggu — 3a33v +
12ag3u — 4agsv + 8u.

Daca ¢; = 0, atunci v = —(6agz + 5)u. In acest caz obtinem urméatorul set de conditii

(2) a = (3fags + 4ags + 2f + 2)/aps, b = [(aps — f — 1)(3ae3 + 2)hu]/ags, ¢ = [—2(3ad; +
faoz+3agz+ f+1)hu)/aps, d = [2(6a3;— faoz+4apz— f—1)]/aes, g = [—(3a;3+5 fags+
Tags + 4f + 4)hul/aps, k = [—(18fady + 21ad; + 29 fags + 3lags + 12f + 12)hu]/aos,
I = —b, m = (36fa2, + 30a2s + 55 faos + 5lags + 20 + 20)/ags, n = (18fa2, + 24a% +
17faps +21ags +2f +2)/a03, p = —(6 fags +3aos +5f + 3)hu, ¢ = [—(36 fad; + 33a3; +
61 fags +59ags +26 f +26)hu)/ags, r = —(f +1), s = [3(6ags +5)(3aos +2)(f +1)]/aos,
ay = hu, ag = —(6agz + 5)hu, h*u® =3

pentru existenta a doua drepte invariante
14+ hur —y =0, 1—hu(bagz+5)r—y=0
si a unei cubice invariante
2?2 4+ y* — (3ags + 2)hux® + (9ags + 8)x%y — (3ags + 2)hury?® + agzy® = 0.
Dacd q; # 0, iar ¢; = 0, atunci u = [v(3ags + 1)]/[3(ags + 1)]. In acest caz obtinem

urmatorul set de conditii

(3) a = [~(bdag; — 27fag; + 36ag; — 33faos — ldags — 10f — 10)]/[(9ags + 5)ags], b =
[(3aos +2)(3ags +1)(ags — f — 1)hv]/[3(aos + 1)ags), ¢ = [—2((9ad; — 3 faos —2)aos + f +
1)hw]/[3(aps + 1)ags], d = [=2(9fad; + 6a2; + 14 fags + 13ags + 5f +5)]/[(9aos + 5)aos],
g = [(81lagy; —27 fad;+225a3, — 96 fa, +117a3; — 81 fags — 27ags — 20 f —20)hv] /[3(9ags +
5)(a03 + 1)ags], k = [—(243al, — 135 fad, + 26103, — 210 fa2, + 9a2, — 111 fags — 69ag; —
20 f —20)hv]/[3(9ag3+5)(ags+1)ags], | = —b, m = (162ag;—81 fad;+195a3; — 130 fad; +
24a2,—69 fags—41lags—12f —12)/[(9ags+5)(aoz+1)aes], n = (27fad;+21a3;,+31 faps+
27a03+10f+10)/[(9ags+5)ap3], p = [(2TaZ; —9fags+12a93—5f —3)hv]/[3(ag3+1)], ¢ =
[—(243ag; — 81 fajs +333ad, — 114 fa, +135ad; — 63 fags —Yags — 14 f — 14)hv] /[3(9aes +
5)(aps + 1ags], 7 = —(f + 1), s = [=3(18a; — 9 faos + 3apz — 5f — 5)(3ags + 2)(3ags +
1))/[(9ao3 + 5)2aos], (9ae3 + 5)h*v? + 9(ags + 1) = 0
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pentru existenta a doua drepte invariante
1+ huxr —y =0, (3apz+ 1)hve + 3(aps+1)(1 —y) =0
si a unei cubice invariante
3(9a3; + 1dags + 5)(2? + y?) + 3z3hv(9ag; + 18ad; + 1lags + 2) — 32%y(27aj, + Hdady +
35ags + 8) — xy*hv(81lad; + 126a2, + 63ags + 10) + 3y3aes(9a; + 14aps + 5) = 0.
Dacd qiqs # 0, iar g3 = 0, atunci u = [ao3v(3aos + 4)]/(3a2; + 12ags + 8). In acest caz

obtinem urmatorul set de conditii

(4) a = [—(5ad;—27fad;+90a2; — 42 fags +46ag3 — 16 f +8)] /[(9ao3 +8)ags], b = [(aos — f —
1)(3ags+4)(3ags +2)hv]/(3ak; +12a93+8), ¢ = [—2(9ad; — 3 fad; +9ads — 3 fags — Hags —
4)hw]/(3ad;3+12a03+8), d = [—2(9fads+42a2,+17 fagz+73ap3+8 f +32)] /[(9aos+8)aos),
g =[(27a2;—9fap3+39ag3—8f +12)hv]/(9ags +8), k = [—(243ad; — 135 fags +101Tag, —
552 fa3s+1620a3, —816 faZ,+1248a2, — 528 fags +464an; — 128 f +64)hv] /[(3a2s+12a0s +
8)(9ag3 + 8)ags], | = —b, m = (162ap, — 81 fad, + 447aj, — 208 fad, + 432a2; — 176 faps +
160as — 48 + 16) /[(9a0s + 8)a2s], n = (27 fals + 93ad, + 82 a2, + 234a2, + 88 fags +
208a03 +32f +64)/[(9ags + 8)ads], p = [(2Tad; — 9faos + 39ags — 8f + 12)agshv]/(3ai; +
12a93+8), ¢ = [—(81ad; —27 fa2,+183a2; —50 fags+126a93 — 24 f +24) hv] /[(9agz+8) aos],
r=—(f+1),s=[-(18ags — 9faos +21ags — 8 +4)(3ags + 12a3 + 8) (3aos +4) (3aps +
2)]/1(9aos + 8)%ad;], (9aos + 8)ag;v?h* + (3ad; + 12a¢3 + 8)*> =0

pentru existenta a doua drepte invariante
1+ hvr —y =0, hvag(3aps +4)x + (3ad; + 12a¢3 +8)(1 —y) =0
si a unei cubice invariante
ao3(9ao3+8) (3ags+12a03+8) (2°+y* +aosy®) +hvags(3ags+4) (3aes+2) (3ags +12a03+8) ® —
(27a3;+108a3; +128a03 +48) (3ad; + 12a¢3+8) x?y — hvads (3ags +4) (3ags +2) (9ag3 +8)xy? = 0.
4.3.1.2.2. Presupunem ca s; # 0 i fie
sy = (6ad; — 4faps — 2f — 2)ay + 4agzais — cags — 2fays — 2a15 = 0.
Daca f = (3a2; —1)/(2ag3+1), atunci sy = 0 si Fyy = 0 implica ays = [¢(2a03 +1)]/(2a03)
si ags = ¢/(2b — ¢). In acest caz Fyy = 0, Fy, = 0, iar ecuatiile sistemului (4.3) au solutiile
as = —[2(b+ c)ay + 4b* — ]/ (2b + 2¢),
a? = [2(2b+¢)*(b+c)(c—2b)a; — 16b° +8b*(c? — 1) — 12b%c — be* +4c®]/[8(20 +¢) (b + ¢)?.
Astfel, obtinem urmatorul set de conditii

(5) a = (46 —bc® +4b+4c)/(4b+4c), d = [b(2b+ ¢)*(2b — ¢) — 8b(b+ )] /[2(2b+ ¢) (b + ¢)],

[ =132 = (2b—¢)?]/(4b* — ¢2), g = [(3V*(2b + ¢)? + 4(b + ¢)?)(2b — ¢)?]/[16(b + ¢)?],
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k= [(2b — ¢)2(b(2b + ¢)2(b — 2¢) + 4(b 4 ¢))]/[16(b + ¢)?], | = —b, m = (2 — 4b2) /4,

n = [—(4b+ ¢)((2b + ¢)2(2b — )b + 2¢(b + ¢))]/[2(2b + )2 (b +¢)], p = —b—¢, 5 =

[—b(20 — )?((20+¢)?(2b— )b+ 4(b+¢)?)]/[16(b+¢)3], r = —f — 1, ¢ = [((14b* + Tbc +
c?)(2b + ¢)*(2b — ¢)b + 4(12b* + 4bc + ) (b + ¢)*)(c — 2b)]/[16(2b + ¢)(b + ¢)?]

pentru existenta a doua drepte invariante
l+az—y=0, 4> —4+20b+ )]z +2(0b+c)(y—1) =0,

unde a; este solutie a ecuatiei

(20 + ¢)(b+ ) (4(b+ c)ai + 2(4b* — *)ay) + (2b — ) (b(2b + ¢)(4b*> — *) +4(b+ ¢)*) =0
si o cubica invarianta

8(2b+¢)(20 — ¢)(b+ ¢)*(x? + y?) + (b(4b? — )z + 2¢(b+ )y) [(b(2b + ¢) (4b* — *) + 4(b +
€)?)(20 — c)x® +2(2b + ¢)%(2b — ¢)(b + c)zy + 4(2b + ¢) (b + ¢)?y?] = 0.

Daca f # (3a3; — 1)/(2ap3 + 1), atunci ecuatia sy = 0 are solutia

ar = [ags(c — 4arz) + 2(f + 1ar2)/[2(3ag; — 2fags — f — 1)].

A doua dreapta o gasim din sistemul (4.3) gi obtinem urmétorul set de conditii

(6) b= [(f+1—ags)an]/ams, d= (2f —2a — 3 — 3(3aps + 1)a? — 6aza; — 3ags)/2, g =
[3(2ag3+1)a3+3a12a? +3a; —3a1o+2b+2c] /2, 1 = —b,n = (f+2)ai+(b—c—p)ay —d—1,
q=-a+ca?+(d-m-a+2a —g,r=—f—1,5=ai(aa; —a; + g — k),

= [(10f + 3+ 2af, + (14f + 5)af + 2(c + p)ay + 2(4far — 2a1 — ¢)arz)aos + 2(3(f +
Day +p)ars — (21ad;a3 +9ad; + 14adzai0a; — 12a;a3 f 4+ 1602502 — 6 f a2, + 10a3; — 2a3, —
4fa?—4a?—4f—4)]/[2(aps+1)aps], k = [a23(2(c—p+2b+aiya;+(5f+2)a1+(Tf+4)a3+
(c=2p+3b)at) — (2(c+p—Db)ar — ((4f —5)ai —3))ar2) +2(b—p— fafrar +2(ai +1)(f +
Day+ (b—p)a? — (f +1—bay)aiz)ags — (2(a? + 14 ajaa1)(f + 1)ars +3(5a? + 3)agzar) +
(2(b+c) +3(2f = 3)ar + (12f = T)ai + 4(b — p)ai — (11af + 3)arz)ags]/[2ag;(aos + 1)],
m = [3ag;(2a2+1)+ad;(4darsa; —4fat+3at—(b—c—p)ay —2f +3)+ads(—aly—2fapa; +
a12a1 +(p—b+c)ayy—4fa? —2a? —ba; —3f — 1) +ags(fa?, — faina; —apa; —apb—(f +
1)(ai+1))+a?y(f+1)]/[ags(aos+1)], p = [aos(3(af+1)e—afy —2(f +1)ai— (2(f+3)a1 —
c)aty +2(2f —3+car—2(f+3)at)aiz) +9agsai —aj, — (f +3)atyar —2(af— f)arz +3((2ai+
De—2(f = 1)ai + (af —2)arz)ags + (2(4at + 3)c —afyar — (Tf +3)ai + (2(f — 6+ 2car) —
(6f+11)a?)ars)ads]/[2a0s(3a]+2+2a12a1 )+ (a1242a1 ) a2 +2(ai +1)+ (5ai +2)ads], a1 =
lags(c—4a1a) +2(f +1)a12)/[2(3ai; —2faos — f —1)], az = (p+c—b—ai(f +2))/(f+2),
(a—1)b—c—p)+(f+2)(k—9)=0,a?+ (aa+a1)(az—¢c)+a—d+m—2=0
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pentru existenta a doua drepte invariante 1 + 12z —y = 0, 1 4+ asx — y = 0 si a unei cubice
invariante

2 + 9% + ((2a0303 + arza; + a? + 1)x? — (agza; + a19)xy — apzy?)(arx —y) = 0.

4.3.1.3. Presupunem ca jijo # 0 si fie j3 = 0. Atunci

a9 = [atap3(—3ags — 4) — 2aya12(aps + 2) — 4agz + a3y — 4]/[4(apz + 1)]
si F31 = wjwyws = 0, unde wy = (3ap3 + 2)a; + ar2, wy = (3ags — 2f)araps + (bas — 2¢)ags —
2(f + 1)are, ws = (agza; + ai2)?* + 4(ags + 1)* # 0.

Fie w; = 0, atunci j, = 0, ceea ce contrazice ipotezei cazului examinat.

Presupunem cd w; # 0 si fie wy = 0. Daca ap3 = (2f)/3, atunci ecuatia ws = 0 are
solutia ¢ = ((2f — 3)a12)/(2f) si F31 =0, Fyp = 0. Ecuatiile sistemului (4.3) au solutiile
[=((f +3)arz + f(f + 2)a))]/[f(f +2)],

[—4f(f +2)(f + 3)aroar +12(2f +3)(f +2)* = f2aiy)/[4f*(f +2)°].

Asa cum p = (—3a12)/2, atunci a;p = (—2p)/3 si obtinem urmatorul set de conditii

a

2
2
1

a

(7) a = (9f +p* + 18)/[9(f +2)], b = [p(—f = 3)]/Bf), ¢ = [p(3 = 2/)]/(3f), d =
(—63f% + 2fp? — 207f — 162)/[9f(f + 2)], g = [p(54f3 — f2p? + 297f% + 540f +
324)|/127F(f+2)%], k = [p(p*(f2+10f+12)+27(2f +3)(f+2)*)]/[27f (f+2)°], I = =¥,
m = —(18f3+ f2p? +81f2+3fp> +117f +54)/[3f2(f +2)], n = (36> — f2p> +162f2 +
234f +108)/[3f*(f +2)], ¢ = [-p(f + D@T(2f + 3)(f +2)* — f2p*)]/[9F*(f + 2)°],
r=—f—1s=[p272f +3)(f +2)* = f*p*)]/[BLf*(f +2)°]

pentru existenta a doua drepte invariante
l+ax—y=0, 2p(f+3)=3f(f+2)a]z+3f(f+2)(1—y)=0,

unde a; sunt solutiile ecuatiei

ai = [Af(f +2)(f + 3)arzar + 12(2f + 3)(f +2)* — f2ad,]/[41*(f +2)?]
si a unei cubice invariante 81f(f + 2)3(x? + y?) + 2(3fy + 6y — px)[(f?p? — 54 f3 — 2972 —
540f — 324)x2 — 6 fp(f + 3)(f +2)zy + 9f2(f + 2)*% = 0.

Daca ag3 # (2f)/3, atunci a; = [(5arz — 2¢)aps — 2(f + 1)aia]/[(2f — 3ags)ags] si Fuo = 0,
F31 = 0. A doua dreapta invariantd poate fi gasitd din sistemul (4.3). In acest caz obtinem

urmatorul set de conditii

(8) a = [aps(4(10f + 3+ 2fa? + 2(c + p)ay) + (15a12 + 8 fa; — 12a; — 8c)ais) + 4(2((f +
Dai+p)as+4(f+1)— (f —1)a3,) — (21agza? + 36ag3 + 14a12a; — 12 fa? +16a? — 24 f +
40)a(2)3]/[8a03(a03 —+ 1)}, b= [(f + 1-— a03)a12]/(103, d = [3@83(—3a% — 4) — 6&03&12&1 +
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4q03(2f — 2a — 3a2 — 6) + 3a2, — 12a10a; — 4(2a — 2f + 3)]/(8aps +8), g = [~3a2;a +
6agzaia(—a? — 2) + 4apz(3ay + 20+ 2¢) — 3atya; — 12a19 + 4(3a1 + 2b + 2¢)]/(8ags + 8),
k = [-3a3;a3 + 2a2;(4aa; — 2a120? — 10a1z + pa? + 2a; + 4¢) + agz(8aa; + alyar +
dpaizay +8faiz — 20a12 + 4ar + 8¢ — 8p) + 2(agy + paiy + 4faiz — 4p)|/[Baos(aos + 1)),
[ =—b,m=[2a3(4(f — 2) + apa; — (f + 11)a? + 4(c + p)ay) + 2(4(f + 1 + paia) —
(f —3)ady) — 3(3a? + 4)ad; — 8a(ags + 1)ags + (11a3, — 8a? + 16f + 4 + 8(c + p)a; —
4((f + 2)a; — 2p)arz)aps)/[B8aps(ags + 1)), n = (f +2)a? + (b — ¢ — play — d — 1,
p = (—6agzars + 3cags + 2fan)/2, ¢ = —a3 +cal+(d—m —a+ 2)ay —g, r =
—f—=1,s=a(aa; —a; + g — k), a1 = [(Barz — 2¢)aps — 2(f + 1)a12]/[(2f — 3aoe3)aos],
ay = (p=b+c—(f+2)a)/(f+2), (a-Db—-c—p)+(f+2)(k—-9g) =0
at + (az +ar)ag — (a1 +az)c+a—d+m—2=0

pentru existenta a doua drepte invariante 1 +a;x —y =0, 1+ asxr —y = 0 si a unei cubice
invariante 4(ag3 + 1)(22 + %) + (a1z — y)[(4 — a230? — 2ap3a12a; + dags — aly)x? — 4(agza; +

alg)((log + 1)37:1/ — 4&03(@03 + 1)y2] = 0

4.3.2. Presupunem ca g; # 0 si fie go = 0. In acest caz avem a5 = —3ag3aq, iar ecuatiile
Fy =0, F3; = 0 din (4.7) au solutia comuna as; = 3agsza?. In acest caz obtinem e; = 0, ceea
ce contrazice cu presupunerea ca e; # 0.

Astfel, a fost demonstratd urméitoarea teorema:

Teorema 4.3. Sistemul cubic (2.1) poseda doud drepte invariante de forma (4.1) si o cubica
invariantd ireductibila de forma (4.4) de pozifie generica, cand ejaps(ags + 1) # 0 gieg =0,

daca si numai dacd se realizeaza unul din seturile de conditii (1) — (8).

4.4. Conditii de existenta a doua drepte invariante si a unei cubice invariante de
pozitie generica, cazul e; = 0 si agzeies # 0

In aceastd sectiune, pentru sistemul cubic (2.1) vom determina conditiile de existenta a
doud drepte invariante de forma (4.1) si a unei cubice invariante de forma (4.4) cand e3 = 0
(vezi (4.9)). Cu acest scop, se studiaza compatibilitatea sistemului {(4.3), (4.6), (4.7), (4.8)}
in raport cu aq, as, asg, a1, a12, Aoz, C20, C11, Coz, C10, Co1, cand agz(ags + 1)(a; — ag)ejes # 0.

Din ecuatiile sistemului (4.8) gasim c¢19 = 2a — as1, co1 = a12 — 2b, d = (3az; — 3ap3 — 2a+
21)/2, g = (3azp — a2 + 2b+ 2¢) /2, iar ecuatia e3 = 0 ne implica p = [(a1 f + a3 + b)ags —
(f 4+ 1)asa]/aos.
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Exprimam cg, ¢11, g0 din ecuatiile Fos = 0, Fiy = 0, Fy3 = 0 ale sistemului (4.6).
Calculam rezultanta polinoamelor Fsp si Fy; in raport cu m si obtinem ca Res(Fso, Fy,m) =
ats fif2, unde f1 = 3agz(azp — arz) + 2ag3(aa; — a; +b+c—k) — 2a30(f + 1), fo = 4a3 a3 +
a1 (6a2;a? + Tagzainar — a3y) — 3azpaps(3agzar + arz) — 2a3,a; (apzar + az).

4.4.1. Admitem ca f; = 0 si exprimam k din f; = 0. Atunci avem F3, = ¢192 = 0, unde
g1 = a91(2+2f —3ag3) +ag3(2a+3aps+2a3 —2ca; —2f +2m—2), go = ag3a12a1 — 2003021 + a3

Fie g1 = 0 si exprimam m din ¢g; = 0. In acest caz F3,=0, Fy; =0si F50 = 0. Reducem
ecuatiile sistemului (4.7) dupa b din Fyy = 0 si exprimam a din Fy3 = 0.

Notdm E = 2ay;(aps + 1) — 3a3; — 4ags — a2y + 2a10a; — a? — 1 si fie E = 0.

4.4.1.1. Ecuatia E = 0 are solutia as; = (3a2; + 4ags + a3y — 2a1a; + a2 + 1) /[2(apz +1)].
In acest caz avem Fyy = hihe = 0, unde hy = 3ag3 — 2f — 2 si hy = 6asg(ags + 1)* + a? —
3aZays + a1 (ads + 2a3 + 3a3y + 1) — ar9(7ad; + 1dags + a2y + 7).

Presupunem ca h; = 0 si fie a3 = ¢ — a9. Atunci Fys =0, F31 =081 Fyp = 0. In acest
caz partile drepte ale sistemului cubic (2.1) au factorul comun ajsz — cx + y — 1. Aceasta

contrazice presupunerii cd membrii drepti ai sistemului (2.1) sunt polinoame reciproc prime.

Presupunem ca hy = 0 si fie a1 # ¢ — aa. In acest caz avem Fyy = 0, iar sistemul de
ecuatii {F3; = 0, Fyo = 0} nu are solutii reale.

Presupunem ca h; # 0 si fie hy = 0. Atunci exprimam azg din hy = 0 g1 Fyy = 0. In acest
caz sistemul de ecuatii {F3; = 0, Fiyo = 0} nu are solutii reale.

4.4.1.2. Fie E # 0 gi exprimam c din Fy = 0. Ecuatiile F3; = 0, Fyp = 0 au factorul
comun D = 3ag3 —2f —2. Daca D = 0, atunci apg = (2f +2)/3 i F3 =0, Fyo = 0. In acest
caz partile drepte ale sistemului cubic (2.1) au factorul comun a 2 —y+ 1, ceea ce contrazice

presupunerii ¢d membrii drepti ai sistemului (2.1) sunt polinoame reciproc prime.

Presupunem ca D # 0 si calculam rezultanta polinomelor F3; si Fyy in raport cu aj.
Obtinem ci Res(F31, Fuo, a1) = 4(aos + 1)*j17273, unde j; = 3ad; — 8ad;az + ads + agza?, —
18ag3ai2az0 + Tagzas, — 2ag3as1 + Yagzas, + 9a3y, — 18ayazg — 2a3; + a3 + 9a2y, jo = 8ladsas; +
81ad; — 2Tagzal, + 5dagzaraazo — 18agza3, + 126agzas; — 27agzaz, + 144ags — 27a, + 5daisazy +
a3, — 15a3, + 48ag; — 27a, + 64, j3 = (ap3 — az )* + (azg — aiz2)* # 0.

Presupunem ca j; = 0. Aceasta ecuatie admite urmatoarea parametrizare

azo = [(agz + 1) (2 +9) + 2a12t3]/(2t3), as = (3agst® + Yags + > + 9)/(2t%).

In acest caz avem Fjy = t*(3a2; + 6ags — 4a2y + Sapay — 4a? + 3) — t(17t> + 9)(ags +

1)(a1z — ar) + 9(t* — 6)(aps + 1)? = 0, F3; = t*(21ad; + 42a93 — 4a3y + 8aipa; — 4at + 21) +
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t(5t% — 3)(ap3 + 1)(a1a — ar) + 81(agz + 1)*> = 0.

Examinam ecuatia Fyy — t>F3; = 0 care are solutia a; = [(5t% + 9)aiot + 18(1? + 3) +
18(t% + 3)ags] /[(5t% + 9)t], atunci Fyy = F3, = 25t* + 18¢2 — 135 = 0.

A doua dreaptd invariantd o determinam din sistemul (4.3). Dacd f = —2, atunci

exprimam a, din F5 = 0 si a1o din F3 = 0. Obtinem urmaétorul set de conditii

(1) a = [—(15ap3t*—9agz+8t%)(agz+1)]/(4apst?), b = [—(3aos+2)(ap3+1)(5t*+9)] / (12a03t),
c = (7halst* + 486a2,t% + 891a2; — 25agst* + 126agst® + 567ags — 50t* — 180t% —
162)/[12(5t* 4+ 9)agst), d = (9a2;t* + 9ads + Yapst? + 9ags + 4t%)/(2ap3t?), [ = -2,
g = (261a3st* + 1134ad,t* + 729a2; — 150a03t® — 279a03t* + 648agst* + 729a03 — 100t° —
360t* — 324t2)/[12(5t2 + 9apst’], k = [~ (((3ags + 2)(5t% + 9)% + 216(ags + 1)(t* +
3))(15ag3t? — 9ags + 8t2) + 4(3ags + 2(25t* — 81)(t2 + 3))(ags + 1)]/[48(5t% + 9)agst®],
m = [—(225a25t* +810a2,t% 4+ 2025a2; + 300agst* + 1152a03t? +2916a03 + 100t + 432t +
972)]/(144a3t?), p = [—(75agst* + 378anst? + 56Tags + 50t* + 288t* + 486)] /[6(5t* + 9)¢],
[ = —b, n=[—(9a2;t* +9a3; + 11ags3t® + Yaps + 4t?)] / (2a03t?), ¢ = [9ad;(125¢5 4 735¢* +
999¢2 —891) + 3a2, (775t0 +4209¢* + 321312 — 11421) + 120a03(175¢° +804¢* +27¢2 — 3402) +
4(175t% + 729¢* — 243t% — 3645)] /[48a0s3(5t% + 9)t3], r = 1, s = [ ((3aos + 2) (5% +9)% +
216(ags + 1)(t2 + 3)) (15ag3t* + 33agst® + Hdags + 10t* + 24t + 54)] /[144(5t2 + 9)agst?],
a1 = [(3aos + 2)(5t2 + 9)? + 216(aos + 1)(#2 + 3)]/[12(5¢2 + 9], as = [—((3aes +
2)(5t* + 9)t? + 6(ags + 1)(t* + 9))]/[3(15a3;t* — 9a3s + 27agst* — 9ags + 8t)t], Fy =
243 (ags + 4) (5% — 3)%agy + 32(25t* — 1262 + 27) (2 + 9)t? + 27(25¢° + 1393¢* — 15214 +
567)(5t2 — 3)ads + 36(175t% + 3701¢° — 5779t + 3735t2 — 1296) a2, + 12(325¢° + 391416 —
4512t 4 3510t — 1701)ags, I3 = 25t — 24v/6+9 =0

pentru existenta a doua drepte invariante 1 + a1z —y = 0, 14 asx —y = 0 gi a unei
cubice invariante 12(z% + y?)t3 + 3((18(ty + z)x + 5(2? + y*)th)z + 2(32% + 2?3y + (1122 +
9y?)t?x)aes + 2(3(ty + Ity + 9x)z + 5(2? + y?)t* + 3(4a? + 3y?)t?)z = 0.

Daci f # —2, atunci exprimam a, din F3 = 0 si a;» din F, = 0. In acest caz obtinem

urmatorul set de conditii

(2) a = [t*(8f +8—15a2; +12fags +ap3) +9ags(aps +1)]/(4t%ags3), b = [ara(f +1—ae3)]/aos,
¢ = [25t(agz3+1)(2f+2—3ag3)+120t3agza12+18t%(ags+1) (10 f +10—3ags) +216tagzao+
81(ap3 + 1)(haos + 2f + 2)]/[12taes(5t* + 9)], d = [t*(9ad; — 4faos + aps — 4f — 4) +
9apz(apz +1)]/(2t2ap3), g = [43((f + 1 — aos)a12 + caps) + 3agz(aps + 1) (£ +9)] / (4t3ags),
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k= [t3(8(f+1)a;—15a;a1+agz(4c—4ara+12fay; —3ay))+9tagzar (apz+1)+ (3ags—2f —
2)(ap3+1)(t2+9)]/(4t3ap3), m = [t*(9ad; —2agz3at+2cagzay — 7 fapz—5f —5)+9(ags— f —
1)(ags +1)]/(2t%ag3), p = (f + ay —ayz, | = =b,n= (f+2)a? +(b—c—p)ay —d — 1,
¢=(d—-a-m+2a —al+cai—g r=—(f+1),s=alla—1Na +g—k),
ar = [(5t249)ayot+18(t2+3) +18(t2+3) aps] /[ (512 +9)t], as = [12t(ags— f —1)a1o—(3apz—
2f —2)(aos +1)(5t>+9)]/[12t(f +2)aos], a1z = [5(15ads — 12 fags +3aes —8f —8)(3aes —
2f —2)t*+6t*(45a8; —84 fads —39ads+40 f2ags+18 fags —22a03+24( f+1)%) +27ags (8 f2+
30f+22—9a2,46 fags—3ags)] /[1263(8(f+1)*>—27(f+1)agz+15a2;) +108tagps ( f+1—aes3)],
Fy = 4(f + 1)* (13142 — 45) — 40(f + 1)3(79t* — 105)ags + 75(f + 1)%(101¢* — 155) a2, —
2250(f 4+ 1)(3t% — 5)agy + 675(3t* — 5)ags, F31 = 25t —24v/6+9 =0

pentru existenta a doua drepte invariante 1 + a;x —y =0, 1+ asx —y = 0 si a unei cubice
invariante 2t3(2%2+y?) + ((t*+9) (ap3 +1) +2a19t*) 23 + t(3ag3t® + ags + 2 +9) 22y + 2a1 2t vy +
2a03t3y° = 0.

Presupunem ca j; # 0 si fie jo = 0. Ecuatia j, = 0 admite parametrizarea
azo = [a1at® — Iaps + 1)(t2 — 3)]/t3, a1 = (2Tags — t2 + 27) /12
In acest caz ecuatiile F3; = 0 si Fyo = 0 au factorul comun G = 9ag3 — aist + a1t + 9.
Fie G = 0, atunci a; = (ajot —9—9ap3)/t si F51 =0, Fyo = 0. A doua dreapta invarianta
o gasim din sistemul (4.3). Admitem ca t* = 3, atunci Fy = (a12 + 2as + 3agzaz)(f + 1) = 0.

Daca f = —1, atunci ag = (a2t + 9 + 9ap3)/t si obtinem urmatorul set de conditii

B)a=1c=-2b f=—1,g=—b k=—b | =—b m= (166> — 3d> + 4d + 4)/16,

n=-m,p=b,q=br=s=0

pentru existenta a doua drepte invariante
(4bv/3 +3d +6)z +4v3(y — 1) =0, (4bv/3 —3d —6)x +4V/3(y —1) =0
si a unei cubice invariante 12(z? + y?) — 12023 + 3(3d + 2)z%y — 12bzy* + (d — 10)y® = 0.
Fie f # —1. Atunci ecuatiile F; = 0, F, = 0 au solutia comuna a;2 = —(3apz + 2)as,

as = 3/t. In acest caz obtinem urmatorul set de conditii

(4) a=[(3f+4)apz3+2f+2)/ap3, b = [3(apz—f—1)(3a3+2)]/(apst), c = [—6(3a3;+ faos+
3aps + [+ 1)]/(apst), d = [2(6a3; — aosf + daos — f — 1)) /aes, g = [—3(3ad; + bagsf +
Tags +4f +4)]/(aost), I = [3(f + 1 — ae3)(3aes + 2)]/(apst), k = [—=3((18f + 21)ad; +
(29f +31)ags + 12f + 12)] /(aost), m = [(36f 4+ 30)ads + (55f + 51)ags +20(f + 1)]/aos,
n = [(18f + 24)ads + (17f + 21)aos + 2f + 2]/ags, p = [—3(6aos f + 3aos + 5f + 3)]/t,
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q = [—3(36fa%3 +33CL(2)3 +61a03f—|—59a03+26f+26)]/(a03t), r = —f — 1, s = [3(6@03 +
5)(3aps + 2)(f +1)] /a3, t* =3

pentru existenta a doua drepte invariante
3r+t(l—y) =0, 3(6aps+5)x+tly—1)=0
si a unei cubice invariante t(xz? + %) — 3(3ags + 2) (2% + y*)x + t(9ags + 8)xy + agsty® = 0.
Presupunem c& t2 # 3. In acest caz f # —1 si exprimim ay, din Fy = 0.
Fie t? = 5/3, atunci F3 = 0 are solutia aps = —2(f +1)/3. In acest caz avem
Fy = (tas — 13)(tag — 5) = 0.

Daca ag = 5/t, atunci obtinem urmétorul set de conditii

(5) a = (3f +11)/5, b = —(17f + 4)/t, ¢ = (38f + 31)/(5t), d = (27 — T4f)/5, g =
(20 — 83f)/(5t), k = (1922 + 23f + 253)/(25t), | = (1Tf +4)/t, m = — (49922 —
3967/ — 827)/125, n = —(192f2 + 280f — 10)/5, p = (64f2 + 23f — 15)/(5t), q =
(49922 — 2627 f 4+ 128)/(25t), r = —(f + 1), s = [9(7 — 641)(f + 2)]/25, 2 = 5/3

pentru existenta a doua drepte invariante
bx+t(l—y)=0, (64f —Tx+5t(1—y)=0
si a unei cubice invariante
15t (2% + y?) + 30(f + 2)x3 + 6t(11 — 27f)2%y + 6(17f + 4)zy® — 10t(f + 1)y® = 0.

Daca ag = 13/t, atunci avem urmétorul set de conditii

(6) a= (3f+11)/5, b= (5(=5f —4))/t, c = (14f +19)/t, d = (27 — T4f)/5, g = [13(1 —
7H)]/(5t), k = (482 +59f +121)/(5t), I = [5(5f +4)]/t, m = (=96 f2 + 487 f +275)/5,
n = (—624f2—1369f —422)/5, p = (162 +11f —3)/t, ¢ = [13(96% — 11f —16)]/(5¢),
r=—(f+1),s=[117(=16f> — 37f — 10)]/25, t* = 5/3

pentru existenta a doua drepte invariante
Br+t(l—y)=0, (16f+5)x+t(l—y)=0
si a unei cubice invariante
15t(2? + y?) + T8(f + 2)a + 6t(11 — 27 f)x?y + 30(5f + 4)zy* — 10t(f + 1)y® = 0.
Fie (12 — 3)(3t> — 5) # 0. Exprimam ay din F3 = 0 si obtinem ci Fy = i1i, = 0, unde
i1 = (3ags — f — 1)%t* —9(3ap3 + f + 1)(ap3 — f — 1),
iy = (3ags — 4f — 4)%t2 + 9(8(f + 1) — 3ap3)ags.
Presupunem ca i; = 0. Atunci t* = [9(3ag3 + f + 1)(aps — f — 1)]/(3aps — f — 1)* si

determinam urmatorul set de conditii
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(7) a=[9a2,(3 — %) + ap3(6 /1% — 12 + 27) + 4t(f + 1)]/(2t%ap3), b = [(f + 1 — ags)a12]/aos,
¢ = [2(agsarat — 3faos — 3aoy — 3f — 3)]/(aost), d = [t*(3a3; — 2fao; — aos — 2f —
2) + 27ag3(ags + 1)]/(t2ags), g = [2t3(b + ¢) — 27t (ag3 + 1) + 81(apsz + 1)]/(2t3), k =
—(18aad;t* — 2aagzarat® + 18aapst? + 9aist* — 8lady — Gagsft* + 54 fags + 3agst® —
27ag3 — 6ft2 + b4f — 6t> + 54)/(2t3ag3), | = —b, m = [t*(3a2; — agza? + apzaic —
2fags — f —1) +27(ag; — faos — f — 1)/ (tPags), n = (f +2)ai + (b—c—p)as —d - 1,
p = [(far+ai+b)ags—aia(f+1)]/ags, ¢ = —ai+cai+ai(d—a—m+2)—g,r = —(f+1),
s=ai(aa; —ay +g—k), a;a = —3(9ad; — 12fa, — 6a; + 5 f2ags + 4 faps — ags + 2(f +
1)%)/[(3aos — f = 1)(aos — f — 1)t], #* = [9(3aos + f + 1)(aos — f — 1)]/(3a0s — f — 1),
a; = (a2t —9 — 9aps)/t

pentru existenta a doua drepte invariante
(a1t — 9 —9ap3)z +t(1 —y) =0, 9(aps — f — Dz +t(Baps— f—1)(1—y) =0
si a unei cubice invariante 22 + y? + asox® + ag1 2y + axy? + agsy® = 0, unde
azo = [tParz — 9(t? — 3)(ap3 + 1]]/t3, ag1 = (2Tags — t* + 27) /12
Presupunem ca i # 0 si fie i = 0. Atunci t* = [—9(8(f + 1) — 3ap3)aes]/(3ags — 4f —4)2.

Vom obtine urmatorul set de conditii

(8) a=[3(3f+4)ag;—2(f+1)aos+8(f+1)%]/[(3a0s —8f —8)ags], b = [(f +1—aos)ar2]/aos,
¢ = [24(f 4+ 1)? — 5dady + 18a2;(3f + 1) — 6ags(4f* + 11f + 7)]/[(3aos — 4f — 4)aost],
d = [t*(3ad; — 2faps — aps — 2f — 2) + 27aps(ags + 1)]/(t*ae3), g = [2t3(b + ¢) —
27t%(ags + 1) + 81(ags + 1)]/(2t3), k = [2t3ap3(aa; — a1 — a1 + ¢) — 9(t* — 3)(ags +
1)(3ags — 2f — 2)]/(2t3ap3), | = —b, m = [(t* — 27)(2f + 2 — 3al;) + ao3(27 — 2at* —
203t% + 2arct® + 2ft* — 54f — t*)]/(2t%aps), n = (f +2)ai + (b — ¢ — play —d — 1,
p=[(fai+a;+b)agz—a(f+1)]/aes, ¢ = —a}+ca?+ay(d—a—m+2)—g,r = —(f+1),
s = ai(aar — ar + g — k), a1z = [3(9ags — 6(2f + L)aos + 8(f + 1)*)]/[t(4f + 4 — 3aos)],
t? = [9(3ags — 8(f + 1))aos]/(3aos — 4f — 4)?, ay = (a1at — 9 — 9ap3)/t

pentru existenta a doua drepte invariante
(12t — 9 — 9ap3)xr + t(1 —y) =0,
3[3a2; — 12(f + 1)ags + 8(f + 1)*]x + taps(3ags — 4f —4)(1 —y) =0
si a unei cubice invariante 22 + y? + azoz® + a9 7%y + a192y? + ag3y® = 0, unde
azy = [tPajs — 9(t* — 3)(agz + 1]]/13, as1 = (2Taps — t* + 27) /2.

Fie G = 9ao3 — aiot + a1t + 9 # 0. In acest caz ecuatiile sistemului (4.7) sunt
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Fyo = t9(ap3 + 1)? 4+ 2(a12 — a1)?] + 27(aps + 1)(az — a1)(t* — 102 — 27)t + 243(agp3 +
1)2(1742 — 36) — 54¢4[8(ags + 1)2 + (a12 — a1)?] = 0,

F31 = (ap3+1) (a1 — ay) (11 — 162t% — 243)t — 9t*[11(agz + 1)* + 2(a12 — a1 )?] + 54t2[24(ag3 +
1) + (a2 — a1)?] — 9477 (ag3 + 1)*> = 0.

Presupunem ci t? = 3. Atunci a; = (a9t +9+9ag3)/t 51 Fyo = 0, F3; = 0. Pentru gisirea
celei de-a doua dreaptd invariantd, vom cerceta compatibilitatea sistemului (4.3). Din acest
sistem gasim

Fy = (3agsag + 2a3 + a12)(f +1)) =0.
Daca f = —1, atunci ay = (a2t — 9 — 9ag3)/t si obtinem setul de conditii (iii).
Dacd f # —1 si ajp = —(3ags + 2)as, atunci ecuatia Fy = 0 are solutia ay = (—3)/t. In

acest caz avem urmatorul set de conditii

(9) a=[(3f+4)apz+2f+2)/ap3, b = [3(f+1—aps)(3ae3+2)]/(apst), c = [6(3ad; + faos+
3ags + [+ 1)]/(apst), d = [2(6a2; — aosf + dags — [ — 1)) /aes, g = [3(3ad; + Sagsf +
Tags +4f +4)]/(aost), I = =b, k = [3((18f 4+ 21)ads + (29f + 31)ags + 12f + 12)] /(aost),
m = [(36f + 30)ags + (55f + 51)ags + 20(f + 1)]/aes, n = [(18f + 24)ad; + (17f +
21)ags + 2f +2]/ag3, p = [3(6apsf + 3aes +5f +3)]/t, ¢ = [3(36 fads + 33ad; + 61lags f +
59ag3 + 26 + 26))/(aost), r = —f — 1, s = [3(6ag3 + 5)(3aos + 2)(f + 1)] /a3, 12 = 3

pentru existenta a doua drepte invariante
3r+tly—1)=0, 3(6aps+5)x+t(l—y)=0

sl a unei cubice invariante t(z* + y?) + 3(3aoz + 2)(2* + y*)z + t(9a¢3 + 8) 2%y + apsty® = 0.

Presupunem ci t? # 3 si fie t* = 27. Ecuatia Fyy = 0 are solutia a; = (ayat — 3 — 3ap3) /1,
iar F3; # 0. Admitem ca (2 — 3)(t? — 27) # 0. Vom considera ecuatia 9(¢* — 3) Fyo + t*(t* —
27)Fs1 = 0 care ne implicd a; = [t(t? + 27)a1o — 18(t> — 18)(ags + 1)]/[t(t* + 27)]. In acest
caz obtinem ca Fjy = Fy; = t* + 162t2 — 1215 # 0.

4.4.2. Admitem ca f; # 0 si fie fo = 0. Daca a1 = —3ap3a;, atunci din ecuatia fo = 0
gasim ag = 3agsal. In acest caz Fyy = e # 0, iar sistemul (4.6) nu este compatibil.

Fie a1o # —3ap3a;. Exprimam agg din fo = 0si k din F3 = 0. In acest caz Fyy = eq fi #0,
iar sistemul (4.6) nu este compatibil.

Astfel, a fost demonstrata urmatoarea teorema:
Teorema 4.4. Sistemul cubic (2.1) poseda doud drepte invariante de forma (4.1) si o cubica
invariantd ireductibild de forma (4.4) de pozitie generica, cand ejesags(ags+1) # 0 si ez = 0,

daca si numai daca se realizeaza unul din seturile de conditii (1) — (9).
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4.5. Conditii de existenta a doua drepte invariante si a unei cubice invariante de

pozitie generica, cazul e, = 0 si agzejeses # 0

In aceastd sectiune, pentru sistemul cubic (2.1) vom determina conditiile de existenta a
doud drepte invariante de forma (4.1) si a unei cubice invariante de forma (4.4) cand e4 = 0
(vezi (4.9)). Cu acest scop, se studiaza compatibilitatea sistemului {(4.3), (4.6), (4.7), (4.8)}
in raport cu ay, as, asg, as1, G12, Aoz, C20, C11, Coz, C10, Co1, cAnd ap3(ap3+1)(a; —ag)ejesesd # 0.

Din ecuatiile sistemului (4.8) gasim c19 = 2a — a9, co1 = a12 — 2b, d = (3a91 — 3ap3 —
2a+2f)/2, g = (3azg — 3a1z + 2b + 2¢)/2, iar ecuatia e, = 0 ne implica a15 = —3agza;.

Fie as1 = 3a03a%. Atunci obtinem F3y = egeg # 0, iar sistemul (4.6) nu este compatibil.

Presupunem ca aq; # 3a03a%. Exprimam m din ecuatia F3, = 0 gi k& din ecuatia Fj; = 0.

In acest caz sistemul (4.6) nu este compatibil F5q = ejeqeg # 0.

4.6. Conditii de existenta a doua drepte invariante si a unei cubice invariante de

pozitie generica, cazul agzeiesesey # 0

In aceastd sectiune, pentru sistemul cubic (2.1) vom determina conditiile de existenta
a doud drepte invariante de forma (4.1) gi a unei cubice invariante de forma (4.4) cand
aps(aops + 1)(a1 — ag)ereseses # 0 (vezi (4.9)). Cu acest scop, se studiaza compatibilitatea
sistemului {(4.3), (4.6), (4.7),(4.8)} in raport cu ay, as, as, Ga1, @12, Ao3, C20, C11, Co2, C105 Col-

Din ecuatiile sistemului (4.8) gasim ¢1g = 2a — ag1, co1 = a1a — 2b, d = (3as — 3ap3 — 2a +
21)/2, g = (3asp — 3aiz + 2b+ 2¢) /2, iar din ecuatiile Fos = 0, Fi4 = 0, Fy3 =0, F3, = 0 ale
sistemului (4.6) exprimam cgg, ¢11, ¢ $i k, respectiv. Calculam rezultanta polinoamelor Fj
si Fy1 in raport cu m si obtinem Res(Fso, Fy1,m) = —4a8361626364 # 0. In acest caz sistemul

de ecuatii {(4.3), (4.6), (4.7), (4.8)} nu este compatibil.
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4.7. Centre in sistemele cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta

de pozitie generica

In aceastid sectiune pentru sistemul cubic (2.1), ce posedd doud drepte invariante gi o
cubica invarianta de pozitie genericd, vom determina ordinul focarului slab O(0,0), adica ce

numadr finit de marimi Lyapunov este necesar sa fie nule, incat punctul singular sa fie centru.

Lema 4.1. Urmatoarele doud seturi sunt conditii suficiente ca originea sistemului de coor-

donate sa fie centru pentru sistemul (2.1):

i)a=k=r=0,d=f=-1,g=3c—0)/3, l = =b, m = [2(=bc —2)]/3, n = bc+ 2,
p=(20)/3, =0, s=—bc—2, b* = 3;

i) a=0+1, c=r=0,d=20-1), f=-1, g =>0b30+1), k =0b0*>+ 1),
l=—b, m=—b* n=—4b* p=—b, ¢ =0b(—7b* —3), s = b*(—2b* — 1).

Demonstratie. In cazul (i), sistemul (2.1) are factor integrant Darboux de forma p =
19115207 unde Iy 5 = (3¢—b+t+/9¢% + 30bc + 75)z—6y+6, ® = 9(z%+y*)—8bx3, ay = —ay—1,
as = (5b+ 3¢ — V9c% + 30bc + 75) /(2v/9¢% + 30bc + 75), B = (—4)/3.

In cazul (ii), sistemul (2.1) are integrald prima Darboux de forma

(2% 4+ 9% + (2% + b)a® + 20222y + bay?)(br + 2y — 1)L = C.
O

Lema 4.2. Urmatoarele sase seturi sunt condifii suficiente ca originea sistemului de coor-

donate sa fie centru pentru sistemul (2.1):

(i) a=[(3v—1)v]/(3v®+1), b= V3(1—v?)/[(3v* +1)(3v+1)],d = (—15v> — 3v®> — 13v —
D/[(3v2+1)Bv+1)], f= (=602 +v—1)/(30>+1), g = [330? — 1 +/3(3v> +1)(3v +
1)d]/[v3(3024+1)(3v+1)], k = (a—1)(a;+az)+g,l = —b, m = 2—a?—ayay—a3+c(a; +
az)—a+d,n = ajas(—f—2)—(d+1), p = (f+2)(a1+as)+b—c, ¢ = afas+ara3—cajaz—g,

= —(f+1), s =aas(l —a), a1 = [30> +6v—14+/3(c—az) (30> +1)]/[V3(3v* + 1)],
3(3v% + 1)(3v + 1)%(a? — cay) + 6(150% + 1) (v — 1) — V/3(3v + 1)((3v + 6v — 1)(3v +
Dag — 3¢(3v2 +1)(v — 1)) = 0;

(i) a = [(Bv+1)v]/(3v?+1), b= V31 —v?)/[(3v* + 1)(3v —1)], d = (=150° 4 3v> — 13v +
D/[(30* +1)(3v—1)], f = (=602 —v —1)/(3v2+1), g = [33v> — 1 +/3(3v* +1)(3v —
1)e]/[vV3(3v24+1)(3v—1)], k = (a—1)(a;+az)+g, | = —b, m = 2—a?—a,ay—a3+c(a; +
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as)—a+d,n = ajas(—f—2)—(d+1), p = (f+2)(a1+az)+b—c, ¢ = a?as+aya3—cajas—g,
r=—(f4+1), s = a1as(1—a), a; = [-3v>+6v+1)+v3(c—ay)(3v*+1)]/[V3(3v> +1)],
3(3v% +1)(3v — 1)%(a? — cay) — 6(150% + 1) (v + 1) +v/3(3v — 1)((3v? — 6v — 1)(3v —
ay — 3¢(3v* +1)(v+ 1)) = 0;

(iii) a = (2f + 3t +1)/(2t?), d = (2f =2t + 1)/t?, g = [(2ct — Af + D)t* + 2f + 1]/(2t?),
k=[2f+1+3t%)(ct—2f)]/(2t3),l = (—f—=2)/t, m = (=3t>+4tcf—8f*—2f—1)/(2t?),
n=[te(f+2)=2f(f+3)+* = 1]/, p = [te(f + 1) +2f (= f = 2)]/t, = [(4f — 2tc —
D2+ 2tc(2f +1) = 8f2 —6f —1]/2t3, r = —f — 1, s = [(2f + 2 + 1)(ct — 2f)]/(2tY),
t=(f+2)/b;

a = (—=10fh? + 72fh — 5h? + 36h + 108t?)/(72t*), b = (f + 2)(9 — h)/(3t), ¢ =
(—4fh + 36f 4+ 5h — 36)/(6t), d = (—10fh? + 72fh — 5h* + 36h — 72t%)/(36t%), g =
(—2fh? — h? + 3612)(4h — 27)/(216t%), k = [—(86fh> — 1152fh? + 3888 fh + 43h> —
576h% — 540ht? + 1944h + 3888t%)] /(432t3), | = —b, m = [ (66 fh? — 1008 fh + 3888 f +
49h% — 612h + 108t% + 1944))/(72t%), n = (6fh* — 42fh + Th? — 48h + 12t%)/(12t?),
p=(9fh—T2f +5h—36)/(6t), ¢ = [—(2fh>— 24 fh+h? — 12h+12¢2)(4h — 27)]/(72t3),
r=—f—1,s=[-(10fh? — 72fh + 5h% — 36h — 36t%)(4h — 27)h]/(1296t*);

(iv)

(v) a=3+1,b=1=0,d=2(9c*-2)/3, f = (=5)/3, g = c(9*+1), k = g, m = (—2)/3,
n=(4-45¢%)/9,p=—c, ¢=2c¢(-9* —1)/3, r=2/3, s = cg;

(vi) @ = [(3f+5)*(f+2)+b*(3f+4)%/[(3f+5)*(f+2)], ¢ = [b(6.f*+11f+2)]/[(3f+5)(f+2)],
d=[202(3f+4)° = (f+2)(5f+T)(Bf+5)*]/[(f+2)Bf +4)(3f +5)%], g = b[30°(3f +4)*~
2f+3)Bf 52/ [(f+2)(Bf +5)°) k = —bb*(3f +4)° + (f +2)(2f +3)(3f +5)*]/[(f +
2)2(3f+5)%], 1 = —=b, m = —[P(3f +4)2(9f2+22f +12)+3(f+1)(f+2)2(2f +3)(3f +
BI/I(f+2)2(3f+4)2(Bf +5)], n = —[0°(3f +4)*(27f*+80f +60) —=2(f + 1)(f +2)(2f +
3)Bf+5)/[(f+2)(Bf +4)2(3f +5)°], p = —[b(9f>+22f +12)]/[(3f +5)(f +2)], ¢ =
—b[b*(3f+4)*(27 f2+85f+66)—(f+1)(f+2)(2f+3)(3f+5)%)/[(3f +5)°Bf +4)(f +2)?],
r=—f—1,s==b0*3f +4)2(9f +14)+ (f +2)(2f +3)(3f +5)2|/[(f +2)%(3f +5)1].

Demonstratie. In cazurile (i) si (i) sistemul (2.1) are factor integrant Darboux de forma
p =15 043 unde:
In cazul (i), Iy = 1 + aox — y, ® = 3v/3(3v + 1)(30% + 1) (2 + %) — 8(z + V3vy)>.

In cazul (i), Iy = 1+ agz —y, ® = 3v/3(3v — 1)(302 + 1) (2 + 3?) — 8(z + v/3vy)®.
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In cazul (iii), sistemul (2.1) are integrala prima Darboux de forma [3®~' = C, unde
L=br+(f+2)(y—1),®=3(f+2)>3>+y?) + (2f + 1)(bx + (f +2)y)°.

In cazul (iv), sistemul (2.1) are integrald prima Darboux de forma [31,d~! = C, unde
i = he +6t(y — 1), lo = (4h — 27)z + 3y(1 — y), ® = 32413 (22 + y?) — (2f + 1)(dha — 3ty —
27x)(hx + 6ty)*.

In cazul (v), sistemul (2.1) are integrald prima Darboux de forma l;1,®~' = C, unde
lio=3+2/3(92+ 1) — 3y, ® = 2(3cx — y)(3cx + 2y)% + 9(2? + y?).

In cazul (vi), sistemul (2.1) are integrald prima Darboux de forma I,l,®~' = C, unde
lis = (9bf% + 27bf 4 200 £ VA)z + (3f +5)3f +4)(f + 2)(y — 1), & = 2(3bfz + 4bx +
3f%y+ 11fy +10y)(3bfz + 4bx + 3f%y + 8fy +5y)> + (3f +5)2(3f + 4)(f + 2)(2* + ¢?), iar
A= (=2f =3)*Bf +4)*+ (f +2)*(3f +5)?). O

Lema 4.3. Urmatoarele trei seturi sunt condifii suficiente ca originea sistemului de coordo-

nate sa fie centru pentru sistemul (2.1):

(i) a = (46° — bc® +4b+4c) /(4b+4c), d = [b(2b+ )2(2b— ¢) — 8b(b+ )] /[2(2b + ¢) (b + ¢)],
=13 = (20— ¢)?]/(40? — 2), g = [(3b%(2b + €)% + 4(b + ¢)2)(2b — ¢)?]/[16(b + ¢)?],
k= [(2b — ¢)2(b(2b + ¢)2(b — 2¢) + 4(b 4 ¢))]/[16(b + ¢)?], | = —b, m = (c® — 4b%) /4,
n = [—(4b+ ¢)((2b + ¢)2(2b — )b + 2¢(b + ¢))]/[2(2b + )2 (b +¢)], p = =b—¢, 5 =
[—b(2b— ¢)2((2b+ ¢)2(2b— )b+ 4(b+¢))] /[16(b+ )}, r = —f — 1, ¢ = [((14b + The +
2¢?)(2b + ¢)?(2b — ¢)b + 4(12b* + 4bc + *) (b + ¢)?)(c — 2b)]/[16(2b + ¢)(b + ¢)?];

(ii) a = (9f +p* + 18)/[9(f + 2)], b = [p(=f = 3)]/(3f), ¢ = [p(3 = 2/)]/(3f), d =
(—63f2 + 2fp? — 207f — 162)/[9f(f + 2)], g = [p(54f% — f*p® + 297f% + 540f +
324)]/127f(f+2)%], k = [p(p*(f>+10f+12)+27(2f +3)(f+2)*)]/ 27 (f+2)%], | = b,
m = —(18f3+ f2p* +81f2+3fp? + 117f +54)/[3f2(f +2)], n = (363 — f?p* +162f% +
234f +108)/[3f2(f +2)I, ¢ = [=p(f + DTS +3)(f +2)° = )/ [9F*(f + 2)°],
r=—f—1s=[p272f +3)(f +2)* = f*p)]/BLF*(f +2)°];

(i) a=1c=—2b f=—1,g=—b k=—b 1l =—bm= (166> — 3> + 4d + 4)/16,
n=-m,p=b,qg=br=s=0.

Demonstratie. In cazul (i), sistemul (2.1) are factor integrant de forma p = 37, unde
O =8(20+¢)(2b — )(b+ )3 (22 + y?) + (b(4b* — )z + 2¢(b+ )y) [(b(2b + ¢) (4b? — ) +
4(b+ ¢)*)(2b — c)x® + 2(20 + ¢)*(2b — ¢) (b + c)xy + 4(2b + ¢) (b + ¢)*y?].
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In cazul (i), sistemul (2.1) are factor integrant de forma pu = 5375, unde

O = 81f(f +2)3(2? +y*) + 2(3fy + 6y — px)[(f?p* — 54> — 297 f2 — 540f — 324)2* —
6/p(f +3)(f +2)xy +9>(f +2)*7].

In cazul (iii), sistemul (2.1) are factor integrant de forma p = <175, unde

® = 12(2 +y?) — 12b2® + 3(3d + 2)2?y — 12bxy? + (d — 10)y* = 0. -

In continuare vom determina ce numar finit de marimi Lyapunov sunt necesare sa fie

nule, incat punctul singular sa fie centru.

Teorema 4.5. Fie sistemul cubic (2.1) are doud drepte invariante de forma (4.1) si o cubicd
invariantd ireductibila de forma (4.4), situate in pozifia genericd. Atunci punctul singular

0(0,0) este centru daca si numai daca primele trei marimi Lyapunov se anuleazd.

Demonstratie. Pentru demonstrarea teoremei, vom calcula primele trei marimi Lyapunov
Ly, Ly i L3 in fiecare din seturile de conditii obtinute in Teoremele 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, dupa
algoritmul descris in lucrarea Cozma [31]. In expresia pentru L; vom neglija numitorii si
factorii nenuli. Demonstratia se efectueaza in patru etape:

Etapa 1. Sa consideram seturile de conditii (1)- (28) din Teorema 4.1.

In cazul (1) avem Lema 4.1, (i), iar in cazul (9) avem Lema 4.2, (v) (f = —1).

In cazurile (2), (3), (4), (6), (7), (8), (12), (13), (14), (15), (17), (18), (23), (24), (26),
(27), (28) obtinem c& L; # 0. Prin urmare, punctul singular O(0, 0) este focar.

In cazul (5) rezultanta polinoamelor F3; si Ly in raport cu ay este diferita de zero:

Res(Fs1, Ly, ay) = 8192(7a} + 18a? + 27)*(7a? 4+ 4)(a? + 1)%a; # 0.

Prin urmare, originea sistemului de coordonate este focar.

In cazul (10) prima méarime Lyapunov este L; = ¢. Daci ¢ = 0, atunci avem Lema 4.3,
(i) (c =0, d = 10).

In cazul (11) prima marime Lyapunov este L, = 81la}, —6a3, (5% +108) +b%(b*+300)a3, +
40%(24 — Th*)ag; — 128b*. Tinand cont ca as(ag; +4) # 0, calculdm rezultanta polinoamelor
Fy §i Ly in raport cu b. Obtinem ca Res(Fy, L1,b) = 0 daci si numai dacad as; = (—8)/5.
Fie ag, = (—8)/5, atunci L; # 0. In acest caz punctul singular O(0,0) este focar.

In cazul (16) prima marime Lyapunov este L; = 225a® — 1630a + 1616. Dacd L; = 0,
atunci a doua marime Lyapunov este Ly # 0. In acest caz O(0,0) este focar.

In cazul (19) prima mérime Lyapunov este L; = b(b +4). Daci b = 0, atunci L, # 0.
Daca b = —4, atunci Ly = 0 si avem Lema 4.3, (iii) (b = —4, d = 10).

126



In cazul (20) prima mérime Lyapunov este L; = b(b — 4). Daca b = 0, atunci L, # 0.
Daca b = 4, atunci Ly = 0 si avem Lema 4.3, (iii) (b =4, d = 10).

In cazul (21) reducem prima mérime Lyapunov cu b? din H = 0 si exprimam b din Ly = 0.
Atunci obtinem H = 186624a},—6912a8,a21 (243, —5as +56)+32a7,a3, (8a3, —40a3, +831a3, —
400a; + 15488) — 48a2,a3, (10ad, — 33a3, + 45642, + 2176az; + 12288) + 81a8, (as1 + 16)? = 0.

Tinadnd cont ca agi(ag; + 4)(ag; — 8) # 0, calculam rezultanta polinoamelor H si e in
raport cu ajp. Obtinem ci Res(H, es,a12) = 0 dacd si numai daca a3, —8a3, — 16as; — 16 = 0.
Fie a3, — 8a2%, — 16ay, — 16 = 0 si calculam rezultanta polinoamelor L, si H in raport cu aps.
Obtinem cd Res(H, Lg, a12) # 0. Prin urmare, originea sistemului de coordonate este focar.

In cazurile (22) si (25) avem Lema 4.3, (iii) si Lema 4.1 (ii), respectiv.

Etapa 2. Sa consideram seturile de conditii (1) - (48) din Teorema 4.2.

In cazul (1) prima mérime Lyapunov este L; = 81v7 4 2700% + 1710° — 168v* — 1990% —
1560 — 93v — 18 — av(27v* + 9903 4+ 99v? + Tv — 12)(3v? 4+ 1). Fie L; = 0 si exprimam a.
Atunci ecuatia Fy; = 5405 + 14405 + 1560* + 1290% + 7502 + 23v + 3 = 0 are solutii reale,
dar Ly # 0. Prin urmare, originea sistemului de coordonate este focar.

In cazul (2) prima marime Lyapunov este L; = 81v7 — 27005 + 1710° + 168v* — 1990° +
15602 — 93v + 18 — av(27v* — 9903 + 99v? — Tv — 12)(3v? + 1). Fie L; = 0 si exprimam a.
Atunci ecuatia Fy; = 5405 — 14405 + 1560* — 12903 + 7502 — 23v + 3 = 0 are solutii reale,
dar Ly # 0. Prin urmare, originea sistemului de coordonate este focar.

In cazul (3) obtinem L; = (9ags + 8)(3aps + 4) # 0. Punctul singular O(0, 0) este focar.

In cazul (4) avem Lema 4.2, (i), iar in cazul (7) avem Lema 4.2, (ii).

In cazurile (5) si (9) prima marime Lyapunov este L, = u? +u? —4u+20. Ecuatia L, = 0
are solutii reale, dar Ly # 0. Prin urmare, punctul singular O(0, 0) este focar.

In cazurile (6) si (8) prima marime Lyapunov este L; = u® —u? —4u—20. Ecuatia L, = 0
are solutii reale, dar Ly # 0. Prin urmare, originea sistemului de coordonate este focar.

In cazurile (10) si (14) egalitatea cu zero a primei marimi Lyapunov ne da a = (u” —u% +
4u — 2ut + 4ud + 8u? — 32u + 32)/((v® + 2u + 4)(u? — 2u + 4)(u — 1)u?). Calculam L, si
obtinem Ly = u* — 4u? 4+ 40u? — 72u + 80 # 0. Prin urmare, O(0,0) este focar.

In cazurile (11) si (13) egalitatea cu zero a primei marimi Lyapunov ne di a = (u” +uf +
4u® 4 2ut + 4ud — 8u? — 32u — 32)/((u? + 2u + 4)(u* — 2u + 4)(u + 1)u?). Calculam L, si
obtinem Lo = u* + 4u® + 40u? + 72u + 80 # 0. Prin urmare, O(0,0) este focar.

In cazurile (12) si (15) prima marime Lyapunov are forma L; = 3v 4+ 1 # 0 si L; =
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3v — 1 # 0, respectiv. Originea sistemului de coordonate este focar.

In cazul (16) prima mérime Lyapunov este Ly = [3a2; — (8f + 9)ags + 4(f + 1)%][27a3; —
9a2,(6f + 5) + 2a03(18? + 33f + 16) — 8(f + 1)3] # 0. Prin urmare, O(0,0) este focar.

In cazul (17) avem L; = 5764801t% — 635304615 (4 f +3) + 194481t4(216 f2 4+ 354 f 4 125) —
642978t%(48 f3+ 1302 +105f +28) +4251528(2f2 +4f +1)(f + 1) Rezultanta polinoamelor
F31 si Ly in raport cu f este Res(Fsi, Ly, f) # 0. Prin urmare, O(0,0) este focar.

In cazul (18) avem L; = 49¢> + 45 # 0. Punctul singular O(0,0) este focar.

In cazul (19) se calculeaza prima méarime Lyapunov L; si rezultanta polinoamelor L,
F3; in raport cu f. Obtinem Res(Fsi, Ly, f) = (28ap3 + 27)3(9ap3 + 8)(9aps + 1)3(2a0s +
1)'%ags + 1)al; # 0. Prin urmare, punctul singular O(0,0) este focar.

In cazul (20) calculam primele doud mari Lyapunov L; si L,. Apoi calculam rezul-
tanta Fy = Res(Ly,j1,h) a polinoamelor L; si j; in raport cu h, la fel rezultanta Ey =
Res(Ls, j1,h) a polinoamelor Lo si j; in raport cu h. Polinoamele E; si Ey au factorul co-
mun Fyp = 135a3, — 162 fa2; — 126a2, + 36 f2ags — 24 fags — 160ag3 + 8 f2 + 722 +192f + 128.
Fie E15 = 0. Ecuatia Fi; = 0 admite parametrizarea

f = (Bagz — 2ap3w? — 2)/2, apz = (3w + 1)/[(w + 3)w?],
iar ecuatia j; = 0 are forma j; = ¢1¢q2 = 0, unde

q1 = 72wCh(4h —27) + 12w h(137h — 918) +2w* (2447h?* — 20952h + 32076) + 6w>(1331h? —
13500h + 32076) + 135w?(53h? — 588h + 1620) + 648w (5h? — 57h + 162) + 729(h — 6)?,

g2 = 12w3(4h — 27) + 2w?(79h — 540) + 3w(41h — 270) + 27(h — 6) # 0.

Daca ¢ = 0, atunci Ly = 0 are solutii reale, iar Ly # 0. Prin urmare, O(0,0) este focar.

In cazul (21) calculdm primele doud mari Lyapunov Ly si Ly. Apoi calculim rezultanta
Uy = Res(Ly, ji1, f) apolinoamelor L; si j; in raport cu h, la fel rezultanta Uy = Res(La, j1, f)
a polinoamelor Ly si j; in raport cu f. Polinoamele U; si U au factorul comun U;p =
405a2,h? — 4860a25h + 1458002, + 612ag3h* — T560agsh + 23328ag3 + 256h2 — 3456h + 11664.

Fie Uy, = 0. Atunci ecuatia U, = 0 admite parametrizarea agz = [—(v+1)%(v—1)?]/(v*+
1)2, h = [54(v* + 40 + 60 — 4v + 1)]/(To* + 36v° + 500 — 36v + 7), iar ecuatia jo = 0 are
forma jo = pipo = 0, unde p; = f(v?+1)2+ 201 =202 +2, py = 2f2(v2+ )4 + f(Tv* — 403 +
6v? 4+ 4v + 7)(v? + 1)* + 2(30® — 307 + 110°% 4+ 90° + 4v* — 90® + 110% + 3v + 3).

Daci p; = 0, atunci avem Lema 4.2, (iv) (f = [2(v* —v* —1))/(v? + 1)2, h = [b4(v* +
403 + 602 — 4v + 1)]/(Tv? + 3603 + 500? — 36v + 7), t2 = [81(3v — 1)(v + 3)(v? — 1)3]/(Tv* +
360 + 500% — 36v + 7)?). Admitem c&d p; # 0 si fie po = 0. Reducem ecuatia L; = 0 cu f?

128



din py = 0, apoi exprimam f din L; = 0. Ecuatia ps = 0 are solutii reale, dar Ly # 0. Prin
urmare, punctul singular O(0,0) este focar.

In cazul (22) calculaim primele doud méri Lyapunov Ly si Ly. Apoi reducem L, = 0
cu f2 din L; = 0. Exprimam f din Ly, = 0 si obtinem L; = ajasas, unde o = u — 2,
ay = u+2, as = 3u? —4. Fie L; = 0, atunci sistemul cubic mai poseda doud drepte
invariante. Problema centrului cu patru drepte invariante a fost rezolvata in lucrarea [26].

Daca «; = 0, atunci sistemul cubic poseda dreptele invariante l3 = 4 + x — 2y, Iy =
4 — x — 3y; dacd ap = 0 — dreptele invariante I3 =4 —x — 2y, Iy, =4+ x — 3y; dacd a3 =0
— dreptele invariante I3 = 12u — 2x — uy, 1y = 4u + 22 — dSuy.

In cazul (23) prima marime Lyapunov are forma Ly = (135, unde £ = f(u? + 36) + 54,
Ba = (f + 1)%u® + 18(2f + 3)(f +2). Daca 5, = 0, atunci avem Lema 4.3, (ii) (f =
(—54)/(u* + 36), b = [—(u® + 18)(u? + 9)u]/[54(u* + 36)]). Daca B35 = 0, atunci avem Lema
4.2, (v) (0* = —[Bf +5)%(2f + 3)(f + 2)I/[2(3f +4)*]).

In cazul (24) calculim primele dous mari Lyapunov si rezultanta lor Res(Ly, Lo, f) =
Y172, unde y; = 13500 4+9180 +25830v12 43910019 4+35210v% + 19530 +66601 + 13202 +12 # 0,
7o = 308 + 11v* + 8v? 4+ 2 # 0. Prin urmare, O(0,0) este focar.

In cazul (25) calculim primele dous mari Lyapunov, unde L; = 27ad, — 54 fa2, — 36a2; +
36 f2aos + 42 fags + Sags — 8> — 12f% + 4. Ecuatia L, = 0 admite parametrizarea

aos = [(u+1)(u—2)*/(3u = 5), f = [(3u® — 3u—4)(u = 3)]/[2(3u — 5)],
iar Lo = 7172, unde v; = 3u? — 1, v, = 3u® — 6u — 1.

Daca 73 = 0 sau v = 0, atunci sistemul cubic mai posedd o dreapta invarianta, iar
problema centrului cu trei drepte invariante a fost rezolvata in lucrarea Cozma [31]. Astfel,
daca y; = 0, sistemul cubic poseda dreapta invarianta l3 = 18(3u — 2) +¢(6u — 5)(1 +y), iar
daca v = 0 — drepta invarianta l3 = 4tu + t + 2.

In cazul (26) prima mirime Lyapunov este L; # 0. Punctul singular O(0,0) este focar.

In cazul (27) avem L; = t2£,0,0,, unde &; = 3ags — 2f — 1 # 0, 0y = 3ags — 2f — 2 # 0,
fi =h —6# 0. Punctul singular O(0, 0) este focar.

In cazul (28) prima marime Lyapunov este L; = 0. Vom exprima aceste conditii de
centru prin coeficientii sistemului (2.1) examinidnd doua cazuri posibile: h =9 gi h # 9.

Daca h = 9, atunci t = 1/c si avem Lema 4.2, (v). Dacd h # 9, atunci 3f + 5 # 0.
Exprimam h din ecuatia lui f i ¢ din ecuatia lui b, obtinem Lema 4.2, (vi).

In cazul (29) prima marime Lyapunov este Ly = (7Th — 54)(4h — 27) # 0. Prin urmare,
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punctul singular O(0,0) este focar.

In cazul (30) prima mérime Lyapunov este Ly = 15fh — 108 + 23h — 162. Fie L; = 0
si exprimam f, atunci K = (5h — 36)(4h — 27) # 0. Punctul singular O(0, 0) este focar.

In cazul (31) calculim primele trei marimi Lyapunov Ly, Ly, Ls, unde L; = 3a2,(4h® —
97h? — 108ht? + 972t2)(36 — 5h)h + 4ags[(16h5 — 216h* + 20169h2 + 26244¢* — 2916(t> +
27)ht? — 27(47t2 — 27)h3) f + 16R5 — 216h* — 1233h3t2 + T29h3 + 19926h2t% — 3888ht* —
T8732ht? + 34992t + 72(52h% — T83h% — 972t% + 108(¢2 4 27)h)(f + 1)*2. Din ecuatiile
F31 =0, Fi3 = 0, Ly, = 0 exprimam necunoscutele f, ags si t2. Atunci tinand cont de ecuatia
sy = 0, stabilim ca L; = 0 are solutii reale, iar L3 # 0. Prin urmare, O(0,0) este focar.

In cazul (32) avem Lema 4.2, (iii).

In cazul (33) gasim L; = f + 1. Daca f = —15i b= 1//3 avem Lema 4.2, (i) (v =1/3,
c = —5b). Daca f = —15i b= (—1)/v/3 avem Lema 4.2, (ii) (v = (—1)/3, ¢ = —5b).

In cazul (34) obtinem L; = f(3u? 4+ 1) + 6u® — u + 1. Dacd L; = 0, atunci Lema 4.2, (i)
(c = [—(39u® 4 3u? + 5u + 1)]/[V3(3u® + 1)(3u + 1)ul, as = [v/3(u — 1)]/(Bu+ 1), u = v).

In cazul (35) avem L; = f(3u® + 1) + 6u® + u + 1. Daca L; = 0, atunci Lema 4.2, (ii)
(c = [-(39u® — 3u? + 5u — 1)]/[v/3(3u® + 1)(3u — 1)u], ag = [—v3(u+1)]/(3u — 1), u = v).

In cazul (36) calculim primele trei marimi Lyapunov. Fie t = 3v/3 si exprimim ¢® din
Ly =0, cdin Ly = 0. Atunci Ly = (84f + 181)(84f + 125)(28f + 37)(2Lf + 40).

Dacd f = (—40)/21, atunci L; = 0 si Ly = 0. In acest caz sistemul cubic poseda trei
drepte invariante (I3 = 6v/3 + x + 4v/3y). Daca f = (—37)/28 sau f = (—125)/74 sau
f = (—181)/84, atunci L; = 0, iar Ly # 0. Punctul singular O(0,0) este focar.

In cazul (37) avem L; = 0, atunci obtinem Lema 4.2, (iii) (¢ = — (172 + 11)/[2(£* + 1)¢],
f = (42 + /)2 + 1)),

In cazul (38) calculdm primele trei mirimi Lyapunov si exprimam f din L; = 0. Atunci
J = 4adt(t* + T1? + 6) + 2a3(25¢* + 124t% + 27) + 3aqt (67t + 219) + 3(85t2 + 189) este
factor comun in Lo si L3. Daca J = 0, atunci F3; # 0. Fie J # 0 si calculam rezultanta
polinoamelor F3; si Ly in raport cu as. Obtinem Res(Fsy, Lo, as) = t2(1? + 1)Ynim9m3, unde
m =12 =27,y = 3t2 — 1, n3 = 95 — 477" + 163t2 — 27.

Daca n; = 0, atunci Ly # 0. Dacd gy, = 0, atunci t = %g, ay = }%g In acest caz sistemul
cubic poseda trei drepte invariante (I3 = 2:F3\/§x) si o cubica invarianta. Problema centrului
cu trei drepte invariante a fost rezolvatd pentru sistemul cubic in lucrarea Cozma [31].

Daca mny # 0, iar n3 = 0, atunci F3; = 0 si Ly # 0. Punctul singular O(0,0) este focar.
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In cazul (39) calculaim primele trei marimi Lyapunov. Fie t = 9/2, atunci L, = 50¢* —
100cf — 325¢ + 100f2 + 520f + 687. Exprimam f2 din L; = 0 si f din Ly, = 0. Atunci
Ly = (400¢® — 640c + 181)(10c — 3)(5¢ — 9). Dacd ¢ = 9/5 sau ¢ = 10/3, atunci L; = 0 si
Ls = 0. In acest caz sistemul cubic posedi patru drepte invariante.

Cand (10c — 3)(5c — 9) # 0, ecuatia 400c? — 640c + 181 = 0 are solutii reale, dar L3 # 0.

Fie t = —9/2, atunci L; = 50¢? 4+ 100cf + 325¢ + 1002 4+ 520 f + 687. Exprimam f? din
Ly =0si f din Ly = 0. Atunci L; = (400¢* + 640c + 181)(10c + 3)(5¢ + 9). Daca ¢ = —9/5
sau ¢ = —10/3, atunci L; = 0 si L3z = 0, iar sistemul cubic poseda patru drepte invariante.
Cand (10c + 3)(5¢ + 9) # 0, ecuatia 400¢* + 640c + 181 = 0 are solutii reale, dar Lz # 0.

In cazul (40) prima marime Lyapunov este L; = 0 gi obtinem Lema 4.2, (iv) (f =
(18 — 7h)/[6(h — 6)], t* = (—17h® + 513h? — 4617h + 13122)/[9(5h — 54)].

In cazul (41) avem Lema 4.2, (iv) (f = (—37h? + 522h — 72t — 1944) /[2(11h2 — 144h +
18t2 4 486)]), iar in cazul (42) avem Lema 4.2, (iv).

In cazurile (43) si (44) avem L; = 4f + 7. Dacd L; = 0, atunci partile drepte ale
sistemului cubic au factor comun, ceea ce contrazice ipotezei asupra lui P(z,y) si Q(z,y).

In cazul (45) avem L; = 3fh — 18f + 2h. Dacd L, = 0, atunci h = (18f)/(3f + 2) si
obtinem conditiile din Lema 4.3, (ii) (b = [(2f + 3)(f + 3)2(f + 2)?]/(=2/3)).

In cazul (46) gasim Ly = 3fh—18f+7h—45. Daci L, = 0, atunci f = (45—7h)/[3(h—6)],
iar partile drepte ale sistemului cubic au factorul comun hx + 6ty — 6¢, ceea ce contrazice
ipotezei asupra lui P(x,y) si Q(x,y).

In cazul (47) egalitatea cu zero a primei marimi Lyapunov ne di f = (—2% — 327 — 142° —
272° — 224 + 2723 — 1422 + 32 — 1) /[2(2% 4+ 227 + 225 + 22° + 22% — 223 + 222 — 22+ 1)], iar
Ly =115, unde vy = 24 — 223 — 622+ 22+ 1, vy = 254 62° +92* — 623 — 922 + 62 — 1.

Dacd v; = 0, atunci L, = 0 si Ly = 0. In acest caz, pe langa dreptele invariante [ si I,
sistemul cubic mai poseda o dreapta invarianta de forma 1 4 azz = 0. Problema centrului
cu trei drepte invariante a fost rezolvatd pentru sistemul cubic in lucrarea Cozma [31].

Fie 11 # 0 si 1, = 0. In acest caz ecuatia v, = 0 are solutii reale si Ly, = 0, iar Ls # 0.
Prin urmare, originea sistemului de coordonate este focar.

In cazul (48) egalitatea cu zero a primei mérimi Lyapunov ne di f = (—28 4327 — 142° +
272° — 22 — 2723 — 1427 — 32 — 1)/[2(2% — 227 + 225 — 225 + 22 + 223 + 222 + 22 + 1) i
Ly =0109,unde 04 = 2 + 223 — 622 — 22+ 1, 09 = 26 — 62° + 92* + 623 — 922 — 62 — 1.

Dacid o, = 0, atunci Ly = 0 si Ly = 0. In acest caz, pe langi dreptele invariante I si lo,
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sistemul cubic mai poseda o dreapta invarianta de forma 1 + azx = 0. Problema centrului
cu trei drepte invariante a fost rezolvatd pentru sistemul cubic in lucrarea Cozma [31].
Fie 01 # 0 si 05 = 0. In acest caz ecuatia g, = 0 are solutii reale si Ly = 0, iar Ly # 0.

Prin urmare, punctul singular O(0, 0) este focar.

Etapa 3. Sa consideram seturile de conditii (1) —(8) din Teorema 4.3.

In cazul (1) prima mérime Lyapunov este L1 = f + 1. Dacd L, = 0, atunci obtinem
Lema 4.3, (iii) (b=p, d =0, p* = 3/4).

In cazul (2) avem L; = f + 1. Dacid L; = 0, atunci aplicim Lema 4.3, (iii) (b* =
(3% — 12d + 12)/16).

In cazul (3) gasim L, = 3a2; — 2fags — f — 1. Daca L, = 0, atunci avem Lema 4.3, (i)
(b= [hv(—9a3; — 9apz — 2)]/[3(2a03 + 1)], ¢ = [2agzhv(—9a3; — Yags — 2)]/[3(2a35 + 3ags + 1)),
W2 = [~9(ags + 1))/ [v* (9ags + 5))).

In cazul (4) marimea L; = 0 ne dd ags = (2f)/3 si obtinem conditiile din Lema 4.3, (ii)
(p = Bfho(f +2)(f + DI/(f* +6f +6), B? = [=3(f* +6f +6)°]/[(3f + 4) [*v?]).

In cazul (5) avem Lema 4.3, (i), iar in cazul (7) suntem in conditiile Lemei 4.3, (ii).

In cazurile (6) si (8) gasim L; # 0. Punctul singular O(0,0) este focar.

Etapa 4. Sa consideram seturile de conditii (1)-(9) din Teorema 4.4.

In cazul (1) prima mérime Lyapunov este Ly = (761/6 4 159)(3ag3 +2) # 0. Prin urmare,
punctul singular O(0,0) este focar.

In cazul (2) prima marime Lyapunov este L; = ajay, unde oy = f+1, ay = v/6(2490a2; —
3547 fags — 1472a03 — 2088 f — 2088) + 3(2970a2; — 3666 fags — 1191agz — 2114f — 2114).

Dacd a; = 0, atunci ecuatia Fy = 0 are solutia t* = 5/3, iar F3; # 0. Prin urmare,
0(0,0) este focar. Fie a; # 0 si ap = 0. Exprimam f din ecuatia ay = 0 si ¢ din ecuatia
F3 = 0. In acest caz Fy = 0 nu are solutii reale. Punctul singular O(0,0) este focar.

In cazul (3) avem Lema 4.3, (iii).

In cazurile (4)—(9) avem respectiv L = (3ags — 2f — 2)(3ags + 2)(aos + 1)(f + 1) # 0,
L= 8f+1)©2f —1) #0, Ly = (2f + 1)(2f —1) £ 0, L, = (3a25 — 2fags — f —
1)(3aps + 2f + 2)(3ags + f + 1)(3aps — 2f — 2)(aps — f — 1)(aps + 1)(f + 1) # 0, L; =
(3a03 + 2f + 2)(3as — 2f — 2)(3a03 — 2f)(3ags — 8f — 8)(ags — 2f — 2)(aos + 1)(f + 1) #0,
Ly = (3aps — 2f — 2)(3aps + 2)(ags + 1)(f + 1) # 0. Deci in fiecare din aceste cazuri punctul
singular O(0, 0) este focar. O

Daci nu se realizeazi conditiile din Teorema 4.5 si L1 = L, = 0, atunci Ly # 0. In acest
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caz 0(0,0) este focar slab de multiplicitatea maximala trei si din origine pot fi bifurcate cel

mult trei cicluri limita de amplitudine mica.

Teorema 4.6. Originea sistemului de coordonate este centru pentru sistemul cubic (2.1), cu
doud drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila de pozitie generica dacd si numas

daca se realizeaza cel pufin unul dintre seturile de conditii din Lemele 4.1-4.3.

In rezolvarea problemei centrului un rol determinant l-a avut metoda integrabilititii

Darboux ceea ce se confirmé de urmatoarea teorems.

Teorema 4.7. Orice sistem cubic cu puncte singulare de tip centru, doud drepte invariante

st o cubica invariantd ireductibila de pozifie generica, este Darboux integrabil.

4.8. Concluzii la capitolul 4

Capitolul 4 este dedicat problemei integrabilitatii sistemelor diferentiale cubice cu doua
drepte invariante si o cubica invarianta ireductibild de pozitie generica. In el a fost rezolvata
problema consecutivitatilor centrice pentru sistemele cubice (2.1) cu doua drepte invariante
si o cubica invarianta ireductibila de pozitie generica:

— au fost obtinute 93 seturi de conditii necesare si suficiente incat sistemul cubic (2.1) sa
posede doua drepte invariante si o cubica invarianta de pozitie generica;

— s-a demonstrat ca ciclicitatea punctului singular O(0, 0) in sistemul cubic (2.1) cu doua
drepte invariante si o cubica invarianta de pozitie generica este cel mult trei;

— au fost obtinute 11 seturi de conditii necesare si suficiente de existenta a centrului in
sistemul cubic (2.1) cu doud drepte invariante gi o cubica invarianta de pozitie generici;

— s-a demonstrat ci sistemul cubic (2.1) cu punct singular de tip centru, care are doud

drepte invariante si o cubica invarianta de pozitie generica, este integrabil dupa Darboux.

Rezultatele din acest capitol au fost publicate in lucrarile [38], [39], [40], [42], [51], [52].
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

In lucrarea de fati, pentru sistemele diferentiale cubice este studiati problema deosebirii
punctelor singulare de tip centru si focar, numita problema centrului. Importanta acestei
probleme rezida in faptul ca ea are tangente cu problema locala a 16-a a lui Hilbert despre
ciclurile limita ce pot aparea la bifurcatii, probleméa nesolutionata pana in prezent.

Problema centrului este echivalenta cu problema integrabilitatii locale a sistemelor dife-
rentiale polinomiale in vecinatatea punctului singular ce are valorile proprii pur imaginare.
Din aceste considerente, a fost studiata si se dezvoltata metoda algebrica de integrare a
sistemelor diferentiale polinomiale, numita metoda Darboux de integrabilitate. Ea consta in
construirea integralei prime sau a factorului integrant din solutiile algebrice ale sistemului
diferential polinomial. Darboux a aratat ca aceasta este posibil pentru sistemele de gradul
n, daca avem n(n + 1)/2 curbe algebrice invariante.

Aplicativitatea metodei Darboux in toate cazurile de existenta a centrului a fost pen-
tru prima datd ardtatd de cadtre Schlomiuk [114] pentru sistemele pétratice gi de catre
Cozma [31] pentru sistemele cubice ce posedd doud drepte invariante gi o conica invarianta.
E firesc sa ne intrebam: cum de rezolvat problema centrului pentru sistemele diferentiale
polinomiale ce poseda un numir de curbe algebrice invariante mai mic decat n(n +1)/2, in
particular, pentru sistemele cubice ce poseda doua drepte invariante si o cubica invarianta.

In tezd sunt studiate relatiile dintre curbele algebrice invariante, méarimile Lyapunov si

integrabilitatea locala, care ne conduc la doud probleme fundamentale:

Problema 1. Sa se determine conditiile de existentd a doua drepte invariante distincte si

a unei cubice invariante ireductibile pentru sistemele diferentiale cubice.

Problema 2. Sa se determine toate consecutivitatile centrice pentru sistemele diferentiale

cubice ce poseda doud drepte invariante si o cubica invarianta ireductibild.

Problemele formulate au fost complet rezolvate. La realizarea cercetarilor au fost folosite
metodele teoriei calitative a sistemelor dinamice, metodele algebrice de calcul computational,
metodele de parametrizare a curbelor algebrice, metodele de integrabilitate locali. In studiul
problemei centrului au fost dezvoltate doua mecanisme de baza: metoda de integrabilitate
Darboux si metoda reversibilitatii.

In premiera au fost determinate sistemele diferentiale cubice cu punct singular de tip cen-
tru sau focar care poseda doua drepte invariante distincte si o cubica invarianta ireductibila.
Pentru aceste clase de sisteme cubice: au fost obtinute conditiile necesare si suficiente de

existenta a centrului; a fost stabilita ciclicitatea punctului singular de tip centru sau focar; a
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fost demonstrata integrabilitatea Darboux sau reversibilitatea sistemelor cu puncte singulare
de tip centru; au fost determinate consecutivititile centrice cu doua drepte invariante si o
cubica invarianta ireductibila.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in stabilirea unor relatii eficiente
dintre existenta curbelor algebrice invariante, méarimile focale si integrabilitatea locala, ceea
ce a contribuit la dezvoltarea metodei de integrabilitate Darboux, fapt ce a permis deter-
minarea unor noi seturi de conditii necesare gi suficiente de existenta a centrului pentru

sistemele diferentiale cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta.

Aceste rezultate au un rol important la realizarea studiului calitativ al sistemelor diferenti-

ale cubice si ne permit sa efectuam urmatoarele concluzii generale:

— sistemele cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila pot avea
cel mult trei cicluri limita de amplitudine mica bifurcate dintr-un punct singular de tip centru
sau focar, ceea ce reprezintd un rezultat important in studiul problemei ciclicitatii (Cap. 2,
2.2; Cap. 3, 3.4; Cap. 4, 4.7);

— sistemele cubice cu punct singular de tip centru, care au doua drepte invariante si o
cubica invarianta, sunt Darboux integrabile in cazurile cadnd aceste solutii algebrice formeaza
un fascicol de curbe sau ele se afl in pozitia generica (Cap. 3,3.2,3.4; Cap. 4,4.7);

— sistemele cubice cu punct singular de tip centru, care au doua drepte invariante paralele
si o cubicd invariantd, sunt Darboux integrabile sau reversibile (Cap. 2, 2.3);

— in sistemele cubice, ciclicitatea punctului singular de tip centru sau focar, depinde de

pozitia relativd a curbelor algebrice invariante (Cap. 3, 3.1, 3.3; Cap. 4, 4.1 — 4.4.).

Rezultatele, ce tin de problema centrului, obtinute pentru sistemele diferentiale cubice
reprezinta o etapa importanta in rezolvarea problemei a 16-a a lui Hilbert despre ciclurile

limita. In baza concluziilor prezentate putem recomanda urmatoarele:

— sé se studieze problema centrului pentru sistemele diferentiale cubice care admit solutii
algebrice, a caror suma a gradelor este egala cu un numar dat;

— sa se foloseasca invariantii algebrici in studierea problemei centrului pentru sistemele
diferentiale cubice ce poseda curbe algebrice invariante;

— rezultatele cercetarii pot fi folosite in studiul calitativ al sistemelor diferentiale cubice
cu doua drepte invariante si o cubica invariantd, in studiul integrabilitatii unor modele
matematice care descriu procese sociale si naturale.

— rezultatele obtinute in teza pot fi incluse in programele cursurilor optionale universitare

tinute studentilor si masteranzilor la facultatile cu profil real sau tehnic.
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