UNIVERSITATEA DE STAT "DIMITRIE CANTEMIR"

Cu titlu de manuscris
CZU 517.925

DASCALESCU ANATOLI

INTEGRABILITATEA SISTEMELOR
DIFERENTIALE CUBICE CU DREPTE SI
CUBICE INVARIANTE

111.02. ECUATII DIFERENTIALE

Rezumatul tezei de doctor in stiinte matematice

Teza a fost elaborata in Scoala Doctorala

"Matematica si Stiinta Informatiei"

CHISINAU, 2019



Teza a fost elaborata in Scoala Doctorala "Matematica si Stiinta Informatiei", Universi-
tatea de Stat “Dimitrie Cantemir”, in consortim cu Institulul de Matematica si Informatica
“V.A. Andrunachievici”, Universitatea de Stat “Alecu Russo” din Balti, Universitatea de

Stat din Tiraspol si Universitatea de Stat “Bogdan Petriceicu Hagdeu” din Cahul.

Conducator de doctorat:

COZMA Dumitru, doctor habilitat in gtiinte matematice, conferentiar universitar

Componenta comisiei de doctorat:

1. GAINDRIC Constantin, doctor habilitat in informatica, membru corespondent al
ASM, Institulul de Matematica si Informatica “V.A. Andrunachievici” — presedinte

2. CIOBAN Mitrofan, doctor habilitat in stiinte fizico-matematice, profesor universitar,
academician al ASM, Universitatea de Stat din Tiraspol — referent

3. PERJAN Andrei, doctor habilitat in stiinte fizico-matematice, profesor universitar,
Universitatea de Stat din Moldova — referent

4. ORLOYV Victor, doctor in stiinte fizico-matematice, Universitatea Tehnica a Moldovei
— referent

5. COZMA Dumitru, doctor habilitat in stiinte matematice, conferentiar universitar,

Universitatea de Stat din Tiraspol — membru

Sustinerea va avea loc la 20 decembrie 2019, ora 15.00, in sedinta Comisiei de doctorat, sala

polivalenta a Universitatii de Stat "Dimitrie Cantemir" (str. Hancesti 55/4, Chiginau).

Teza de doctor si rezumatul pot fi consultate la Biblioteca Stiintifica Centrala "A. Lupan",

pe pagina web a ANACEC (www.cnaa.md) si pe pagina web a USDC (www.usdc.md)

Rezumatul a fost expediat la 19 noiembrie 2019.

Secretar stiintific

doctor, conferentiar cercetator [ NAVAL Elvira

Conducator stiintific

doctor habilitat, conferentiar universitar - COZMA Dumitru

Autor . DASCALESCU Anatoli

(© Dascalescu Anatoli, 2019



CUPRINS

REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCETARII .................... 4
CONTINUTUL TEZEI ...ttt ittt it iiaeennenennns 8
CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI .........cccvvvvvnn... 22
BIBLIOGRAFIE ...t et ettt eiineaen 24
LISTA PUBLICATIILOR AUTORULUI LA TEMA TEZEI .......... 26
ADNOTARE (in roméana, rusd i engleza) .. .vvvvvviinn i einnneennnn. 28



REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Teza de fatd se referd la teoria calitativia a ecuatiilor diferentiale. In lucrare este
studiata integrabilitatea sistemelor cubice de ecuatii diferentiale cu punct singular de tip
centru sau focar ce poseda doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila.

Actualitatea si importanta problemei abordate. Stiinta moderna a aratat ca
studiul fenomenelor din natura implicd crearea unor modele matematice care prin formu-
lare sa cuprinda principalele caracteristici ale fenomenelor. Aceasta a condus la faptul ca
modelul cel mai potrivit pentru fenomenele evolutive poate fi reprezentat printr-un sistem
de ecuatii diferentiale. Astfel, in a doua jumatate a secolului al XIX-lea s-au pus bazele
teoriei moderne a stabilitatii, prin lucrarile matematicianului rus A.M. Liapunov care, in
teza sa de doctorat (1892), a definit principalele concepte de stabilitate. Rezultate im-
portante in acest domeniu au mai fost obtinute de H. Poincaré si J. Maxwell in procesul
de studiu a stabilitatii migcarii corpurilor ceresti. Un salt calitativ in teoria ecuatiilor
diferentiale a fost secolul al XX-lea, prin introducerea unor metode noi: metoda gradului
topologic, teoria bifurcatiei etc.

O problema importanta a teoriei calitative a ecuatiilor diferentiale este problema
ciclicitatin, numita si problema locala a 16-a a lui Hilbert, care consta in estimarea ci-
clurilor limita ce pot aparea la bifurcatii din puncte singulare de tip centru sau focar.
Aceastd problema este parte componenta a problemei a 16-a a lui Hilbert [22], care nu
este rezolvata pana-n prezent. Un pas semnificativ in rezolvarea problemei ciclicitatii il
constituie rezolvarea problemei deosebirii centrului de focar, numita problema centrulus.

Studiul problemei centrului isi are inceputul in lucrarile clasice ale lui Poincaré [29] si
Lyapunov [28|, unde a fost aratat cd prezenta centrului intr-un sistem diferential analitic
poate fi stabilita prin rezolvarea unui sistem infinit de ecuatii polinomiale in raport cu
coeficientii sistemului diferential. Aceste ecuatii polinomiale sunt numite conditii de cen-
tru, iar insagi polinoamele - mdarimi focale (sau constante Lyapunov).

Tinand cont de teorema lui Hilbert despre baza finita, sistemul infinit de ecuatii poli-
nomiale este echivalent cu un sistem finit, adica, exista asa un numar finit de marimi
focale, astfel incat anularea lor implica anularea tuturor. Prin urmare, conditiile nece-
sare de centru pot fi gasite prin rezolvarea acestui sistem cu un numar finit de ecuatii
polinoame.

Cu toate ca problema centrului a fost formulata la sfarsitul secolului al XIX-lea, ac-
tualmente ea este complet rezolvatd doar pentru: sistemele diferentiale patratice (Dulac,
Kapteyn, Frommer, Saharnikov, Sibirsky, Malkin, Schlomiuk, Zoladek); sistemele diferen-
tiale cubice simetrice (Malkin, Lunkevich, Sibirsky, Rousseau, Schlomiuk, Zoladek); Sis-
temul diferential Kukles (Kukles, Cherkas, Christopher, Lloyd, Suba, Rousseau, Schlomiuk,
Sadovskii); sistemul complex quartic Lotka-Volterra (Fer¢ec, Giné, Romanovski); sistemul

complex quintic Lotka-Volterra (Gine, Romanovski), .a.



Cercetarea calitativa a sistemelor patratice cu punct singular de tip centru a fost reali-
zatd de Vulpe [40], iar exprimarea prin invarianti algebrici a conditiilor de centru pentru
sistemele cubice simetrice a fost efectuata de Sibirschi [37].

In caz general, problema centrului pentru sistemele diferentiale cubice ce contin in
acelagi timp omogenitati patratice si omogenitati cubice, nu este complet rezolvata pana
in prezent. Conditiile necesare si suficiente ca un punct singular cu radacinile ecuatiei
caracteristice pur imaginare sa fie centru au fost obtinute doar in unele cazuri particulare:
pentru sistemele cubice cu infinitul degenerat (Kompel, Suba, Chavarriga, Gine), pen-
tru sistemele cubice cu partile drepte de o forma speciald (Daniliuk, Suba, Romanovski,
Lloyd), pentru un sistem cubic cu noud parametri si care poate fi redus prin transformari
la un sistem de tip Liénard (Bondar, Sadovskii, Shcheglova), pentru sistemele cubice care
au patru drepte si trei drepte invariante (Suba, Cozma), doua drepte invariante i o conica
invarianti (Cozma), pentru sistemele cubice ce au integrald prima de forma F)'Fy* = C
(Baltag), unde F; = 0 sunt curbe algebrice invariante de gradul j.

Pentru unele clase de sisteme diferentiale polinomiale problema centrului a fost stu-
diata in monografiile matematicienilor Sadovskii [34], Romanovski si Shafer [33], Christo-
pher si Li [6], Cozma [13], Zhang [41], Popa si Pricop [30]. Rezolvarea problemei general-
izate a centrului (Ciobanu [8]), a fost obtinutd de Popa si Pricop [31].

Problema ciclicitatii punctului singular de tip centru sau focar, pentru unele clase de
sisteme diferentiale cubice, a fost examinata in lucrarile: Zol@dek [43], Bothmer si Kroker
[3], Yu si Han [45], Romanovski si Shafer [33], Levandovskyy, Pfister i Romanovski [25],
Gaiko [19], Li, Liu gi Yang [26], Fercec si Mahdi [18], s.a.

Problema integrabilitatii sistemelor diferentiale polinomiale cu puncte singulare de tip
centru gi cu un anumit numar de solutii algebrice a fost examinata in lucrarile: Suba [38|,
Kooij si Christopher [24], Chavarriga, Giacomini gi Giné [5|, Christopher, Llibre, Pantazi
si Zhang |7], Giné si Romanovski [21], Cao, Llibre si Zhang [4], Dukaric si Giné [17].

O noua abordare a problemei centrului pentru sistemele diferentiale polinomiale a
fost realizata in lucrarile Suba gi Cozma [13,15, 38|, prin luarea in considerare, concomi-
tent, a curbelor algebrice invariante, marimilor Lyapunov si a integrabilitatii Darboux.
A fost propusa o directie noua de cercetare a problemei centrului pentru sistemele polino-
miale si anume, problema determindarii consecutivitatilor centrice: pentru fiecare numar
natural dat n, n > 3, sd se determine toate consecutivitatile centrice ale sistemelor
diferentiale polinomiale de gradul n ce au puncte singulare de tip centru sau focar.

In lucrarea [13] a fost rezolvatd problema consecutivititilor centice pentru sistemele
diferentiale cubice in cazurile cand sistemul are: patru drepte invariante; trei drepte
invariante; doua drepte invariante gi o conica invarianta ireductibila.

In teza de fata sunt prezentate rezultatele studiului problemei centrului pentru sistemul
diferential cubic cu punct singular de tip centru sau focar ce poseda doua drepte invariante

Lh=14a1x+biy=0,1ls =1+ asx+ by = 0 si o cubica invarianta ireductibila de forma



O = 2%+ 9% + azor® + an 2y + a127y® + apzy® = 0. Sunt formulate urmitoarele probleme:

Problema 1. Sa se determine condititle de existentd a doud drepte invariante distincte

st a unei cubice invariante ireductibile pentru sistemele diferentiale cubice.

Problema 2. Sa se determine toate consecutivitatile centrice pentru sistemele diferentiale

cubice ce poseda doud drepte invariante si o cubicd invariantd ireductibild.
Problemele 1 gi 2 sunt solutionate in Capitolele 2, 3 si 4.

Scopul lucrarii: determinarea conditiilor de existenta a centrului pentru sistemul diferen-
tial cubic cu doua drepte invariante distincte i o cubica invarianta ireductibila.
Obiectivele cercetarii:

— determinarea conditiilor de existenta a doua drepte invariante gi a unei cubice
invariante pentru sistemul diferential cubic cu punct singular de tip centru sau focar;

— studierea integrabilitatii sistemelor diferentiale cubice in prezenta a doua drepte
invariante gi a unei cubice invariante;

— rezolvarea problemei centrului pentru sistemele diferentiale cubice cu doua drepte
invariante distincte i o cubica invarianta ireductibil;

—stabilirea ciclicitatii punctului singular de tip centru sau focar in sistemele diferentiale

cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta.

Ipoteza cercetarii. Solutionarea problemei centrului pentru sistemul diferential cubic,
cu doua drepte invariante si o cubica invarianta, va fi realizata daca: vor fi stabilite relatii
eficiente dintre existenta curbelor algebrice invariante, marimile focale si integrabilitatea
locald; va fi dezvoltata metoda de integrabilitate Darboux; vor fi determinate consecu-

tivitatile centrice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta.

Obiectivele formulate au contribuit la fundamentarea conceptelor stiintifice. In pre-
miera, pentru sistemele diferentiale cubice sunt determinate noi seturi de conditii necesare
si suficiente de existenta a centrului, care reprezinta o etapa importanta in rezolvarea

problemei a 16-a a lui Hilbert despre ciclurile limita.

Metodologia cercetarii stiintifice. Cercetarile stiintifice realizate in teza sunt bazate
pe metodele teoriei calitative a sistemelor dinamice, metodele algebrice de calcul compu-
tational, metodele de parametrizare a curbelor algebrice. Problema centrului pentru sis-
temele diferentiale cubice ce poseda curbe algebrice invariante este cercetata prin folosirea

metodei de integrabilitate Darboux si a reversibilitatii sistemului diferential.

Noutatea si originalitatea stiintifica. A fost rezolvata problema centrului pentru
sistemul diferential cubic cu punct singular de tip centru sau focar, care poseda doua
drepte invariante [y = 0, Il = 0 si o cubica invarianta ireductibilda ® = 0. Astfel:

— au fost obtinute conditii noi de existenta a centrului pentru sistemul diferential cubic
cu doua drepte invariante gi o cubica invarianta ireductibila;

— a fost demonstrata integrabilitatea Darboux a sistemului diferential cubic cu punct

singular de tip centru in cazurile cadnd solutiile algebrice formeaza un fascicol de curbe



sau ele se afla in pozitia generica;

— au fost determinate consecutivitatile centrice pentru sistemele diferentiale cubice cu
doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila;

— au fost obtinute rezultate noi in problema ciclicitatii pentru sistemele diferentiale

cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in stabilirea unor relatii eficiente
dintre existenta curbelor algebrice invariante, marimile focale si integrabilitatea locala,
ceea ce a contribuit la dezvoltarea metodei de integrabilitate Darboux, fapt ce a permis
determinarea unor noi seturi de conditii necesare gi suficiente de existenta a centrului

pentru sistemele diferentiale cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta.

Semnificatia teoretica a lucrarii: a fost dezvoltata metoda de investigare a proble-
mei centrului care se bazeaza pe relatiile dintre existenta curbelor algebrice invariante,

marimile focale gi integrabilitatea Darboux.

Valoarea aplicativa a lucrarii: pentru sistemele diferentiale cubice au fost obtinute
rezultate noi ce {in de problema centrului si ciclicitatii, care reprezinta o etapa importanta

in rezolvarea problemei a 16-a a lui Hilbert despre ciclurile limita.

Rezultatele gtiintifice principale inaintate spre sustinere:

— conditiile de existenta a doua drepte invariante si a unei cubice invariante ireductibile
pentru sistemul diferential cubic cu punct singular de tip centru sau focar;

— consecutivitatile centrice pentru sistemele diferentiale cubice cu doua drepte invari-
ante Iy = 1 +ax+ by = 0, Iy = 14 asx + bey = 0 distincte si o cubica invarianta
ireductibila ® = 22 + y? + aspx® + a0 2%y + axy? + agsy® = 0:

(l||la, @3 N =2); (ly, la, [y H 15, ; N = 3);

— conditiile necesare gi suficiente de existenta a centrului pentru sistemele diferentiale
cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta;

— demonstratia integrabilitatii Darboux sau a reversibilitatii sistemelor cubice cu sin-

gularitati de tip centru in cazul a doua drepte invariante i a unei cubice invariante.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute in teza:

— pot fi aplicate in investigatiile problemei integrabilitatii si a problemei ciclurilor
limita pentru sistemele diferentiale polinomiale;

— pot fi folosite in studiul unor modele matematice ce descriu procese naturale si
sociale: dinamica populatiilor, epidemiologie, ecologie, imunologie, fizica plasmei, fizica
laserului, retelele neuronale s.a.;

— pot servi drept suport pentru tezele de master si unele cursuri optionale universitare

tinute studentilor si masteranzilor la facultatile cu profil real sau tehnic.
Aprobarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele stiintifice expuse in teza au fost

examinate si aprobate la seminarele stiintifice: "Ecuatii Diferentiale si Algebre" din cadrul
Universitatii de Stat din Tiraspol (13 decembrie 2016, 5 aprilie 2017, 29 ianuarie 2019),



Chiginau; "Ecuatii Diferentiale" din cadrul Facultatii Matematica si Mecanica, Universi-
tatea de Stat din Belarus, Minsk, 17 ianuarie, 2016.

Rezultatele stiintifice au fost prezentate in sectiile conferintelor stiintifice:

International Conference "Mathematics and Information Technologies: Research and
Education" (MITRE 2019), June 24-26, 2019, Chigindu; International Conference on
Mathematics, Informatics and Information Technologies dedicated to the illustrious sci-
entist Valentin Belousov, April 19 — 21, 2018, Balti; International Conference "Modern
problems of mathematics and its applications in natural sciences and information technolo-
gies", September 17-19, 2018, Chernivtsi, Ukraine; The 26th Conference on Applied and
Industrial Mathematics (CAIM 2018), Chigindu, Tehnical University of Moldova, Septem-
ber 20 — 23, 2018; The Fourth Conference of Mathematical Society of the Republic of
Moldova, Chiginau, June 28 — July 2, 2017; The 25th Conference on Applied and Industrial
Mathematics (CAIM 2017), lagi, Roméania, September 14 — 17, 2017; Conferinta Stiintifica
Internationala a Doctoranzilor "Tendinte contemporane ale dezvoltarii stiintei: viziuni ale
tinerilor cercetatori", 15 iunie, 2017, Chisinau; International Conference "Mathematics &
Information Technologies: Research and Education" (MITRE 2016), June 23-26, 2016
Chiginau; Conferinta Stiintifica Internationald a Doctoranzilor "Tendinte contemporane
ale dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori", 25 mai, 2016, Chiginau; Sesiunea
nationala de comunicari stiintifice a studentilor, Universitatea de Stat din Moldova, 21-22
aprilie, 2016, Chiginau.
Publicatiile la tema tezei. Rezultatele de baza ale cercetarilor au fost publicate in 15
lucrari, 4 articole stiintifice recenzate gi publicate in 3 tari (Moldova, Roménia, Ucraina),
3 articole in culegeri de articole recenzate, 8 comunicari gi rezumate ale conferintelor

internationale; 6 lucrdri sunt publicate fara coautori (inclusiv 4 articole).

Volumul si structura tezei. Teza este scrisa in limba roméana si consta din: introducere,
4 capitole, concluzii generale gi recomandari, bibliografie (150 titluri), 135 pagini text de

baza, adnotarea in limbile roména, rusa si engleza.

CONTINUTUL TEZEI

In Introducere este prezentati actualitatea si importanta cercetirilor efectuate, moti-
vatia cercetarilor intreprinse, scopul si obiectivele tezei, noutatea si originalitatea stiintifica,
problemele stiintifice solutionate, semnificatia teoretica si valoarea aplicativa a lucrarii,
rezultatele inaintate spre sustinere, precum gi aprobarea lor.

Capitolul 1, Problema centrului si a integrabilitatii sistemelor diferentiale
polinomiale, contine o analiza a celor mai importante rezultate cunoscute in domeniul
teoriei integrabilitatii ecuatiilor diferentiale care t{in de sarcinile si obiectivele lucrarii: a
16-a problema locala a lui Hilbert; problema integrabilitatii sistemelor diferentiale poli-
nomiale cu solutii algebrice; problema deosebirii centrului de focar; problema consecu-

tivitatilor centrice.



Fie sistemul diferential polinomial de forma

dx dy

o = Ply), - =Qy), (1)
unde variabila independenta ¢ (timpul) si variabilele dependente x i y se considera reale,
iar P(x,y) si Q(z,y) reprezintd niste elemente din inelul polinoamelor asupra caAmpului de
numere reale, adica P, Q) € R[z,y]. Cun = max{deg P, deg )} vom nota gradul sistemului
polinomial (1) si vom presupune ca polinoamele P(x,y) si Q(z,y) sunt relativ prime in
Rz, y]. Dacd n = 2, atunci sistemul (1) se numeste sistem diferential patratic, iar daca
n = 3 — sistem diferential cubic.

Fie M(xo,90) un punct singular al sistemului (1), adicd P(xq,y0) = Q(zo,y0) = 0.
Fara a restrange generalitatea putem considera ca M coincide cu originea sistemului de
coordonate, adicd zo = yo = 0. S& consideram liniarizarea sistemului (1) in O(0,0):

dx dy

au = a10T + any, a biox + bo1y. (2)

Una dintre cele mai importante probleme care nu este rezolvata pana-n prezent pentru
sistemele diferentiale polinomiale este: in care conditii sistemul inifial (1) si sistemul
liniarizat (2) au aceeasi comportare calitativa si structurd topologicd in vecindatatea pun-
ctului singular O(0,0)?

Problema data a fost solutionata cu exceptia cazului cand punctul singular este de tip

centru sau focar. Daca pentru sistemul liniarizat (2) radacinile ecuatiei caracteristice
A? — (@10 + bor) X + arobor — bigaor = 0

au partile reale nenule (Re)\; # 0,j = 1,2), atunci punctul singular O(0,0) este de tip
hiperbolic, iar portretele de faza locale ale sistemului (1) si ale sistemului liniarizat (2)
sunt topologic aceleasi.

Situatia este de alta natura cand radacinile ecuatiei caracteristice sunt pur imaginare
Ao = £p6i, 8 # 0, i* = —1. In acest caz, punctul singular 0(0,0) este de tip centru
pentru sistemul liniarizat (2) si de tip centru sau focar pentru sistemul neliniar (1).

Punctul singular O(0,0) al sistemului diferential (1) se numegte focar, daci intr-o
vecinatate a lui toate traiectoriile sunt spirale gi se numegte centru, daca toate traiectori-
ile sunt inchise. Printr-o transformare liniara a necunoscutelor si schimbarea timpului,

sistemul (1) poate fi scris sub forma
F=y+> pilry) =Pry), j=-x-Y glzy) =Q(xy) (3)
Jj=2 j=2

unde p;(z,y) si gj(x,y) sunt polinoame omogene de gradul j. Pentru punctul singular
0(0,0) al sistemului (3) avem \; 5 = +i, i* = —1. Prin urmare, el este de tip centru sau

de tip focar, numit de unii autori focar fin sau focar slab sau punct singular monodromic.



Astfel, pentru sistemele diferentiale polinomiale apare problema deosebirii cazurilor cand
punctul singular O(0,0) este centru de cazurile cand O(0,0) este focar numita, in conti-

nuare, problema centrulua.

Problema centrului. Sa se determine conditiile necesare si suficiente asupra poli-
noamelor P(z,y) si Q(z,y) astfel ca punctul singular ce are radacinile ecuatiei carac-

teristice pur imaginare sa fie pentru sistemul (1) de tip centru.

Desi problema centrului a fost formulata la sfarsitul secolului al XIX-lea, ea este com-
plet rezolvata doar pentru: sistemele patratice & = y + po(z,y), ¥ = —x + ¢(x,y);
sistemele cubice simetrice & = y+ ps3(z,y), ¥ = —x + g3(z, y); sistemul Kukles & =y, y =

—z + q2(z,y) + g3(z,y). Pentru sistemele diferentiale cubice de forma

T =y+pax,y) +ps(zr,y), v=—2+q¢@y) +g@y), (4)

problema centrului nu este complet rezolvata pana-n prezent.

Pe parcursul anilor au fost dezvoltate mai multe metode ce permit rezolvarea problemei
centrului. Astfel, Lyapunov [28] a demonstrat cd punctul singular O(0,0) este centru
pentru sistemul (3) dacid si numai daca sistemul poseda intr-o vecindtate oarecare a lui
0(0,0) o integrala prima analiticd de forma F'(x,y) = C. La fel, este cunoscut (Amel’kin
si altii [1]) c& O(0,0) este centru pentru sistemul (3) dacid si numai dacd sistemul dat
are intr-o vecinatate a punctului O(0,0) un factor integrant analitic de forma u(z,y) =
1+ >0 pk(z,y), unde px sunt polinoame omogene de gradul k.

In [42] Zo}@dek a propus trei mecanisme generale de solutionare a problemei centrului:
1) construirea integralei prime de tipul Darboux; 2) ciutarea integralei prime de tipul
Darboux—Schwarz—Christoffel; 3) reversibilitatea rationald. El afirma ci aceste mecanis-
me sunt suficiente pentru rezolvarea completa a problemei centrului.

Asgadar, rezolvarea problemei centrului pentru sistemele diferentiale polinomiale este
strans legatii de integrabilitatea acestora. In aceastd lucrare ne-a interesat doar inte-
grabilitatea algebrica a sistemelor date, numita integrabilitatea Darboux. Ea consta in
construirea, sub o anumita forma, a integralei prime sau a factorului integrant a sistemu-
lui diferential polinomial din curbele lui algebrice invariante.

Definitia 1.1. Curba algebrica ®(x,y) = 0 in C%, unde ® € Clz,y], se numeste curba
algebrica invariantd a sistemului polinomial (1), daca existd un asa polinom K(x,y) €

Clx,y] incat in variabilele x siy are loc identitatea

0o 0P

Polinomul K(x,y) se numeste cofactorul curbei algebrice invariante ®(x,y) = 0.
Mentionam ca pentru o curba algebricid ®(x,y) = 0 a sistemului (1), de gradul n > 2

avem deg Ko <n — 1.
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Definitia 1.2. Curba algebrica invarianta ®(x,y) = 0 se numeste solufie algebrica a

sistemului (1), daca ®(x,y) reprezinta un polinom ireductibil in Clz,y].

Pentru sistemele polinomiale reale, o curba algebrica complexa poate fi invarianta doar

atunci cand gi conjugata ei este o curba invarianta.

Teorema 1.2. O curbad algebrica complexd ®(x,y) = 0 este curba invariantd pentru
sistemul diferential polinomial real (1) daca si numai daca si conjugata ei w =0
este curba invarianta. Daca curbele conjugate ®(z,y) =0 si w = 0 sunt tnvariante,
atunci si cofactorii lor Ke st Kg sunt, la fel, reciproc conjugati.

In cazul sistemelor diferentiale polinomiale (3) cu puncte singulare de tip centru sau
focar, formele curbelor algebrice invariante au fost determinate in lucrarea [13]:

— o dreapta invariantd poate avea doar una dintre urmatoarele forme
l+Az+By=0, A BeC, (A B)#(0,0) (6)

saux —iy =0, v +iy =0, i = —1;
— 0 conica invarianta ireductibila poate avea forma
agr? + anxy + agy® + apxr + agy + 1 =0,
unde (a2o,a11,a02) # 0, ag, ai1, ap2, 19, a1 € C;
— o cubica invarianta ireductibila poate avea doar una dintre urmatoarele forme
azox® 4+ ao1 2%y + a122y? + agsy® + asr® + anxy + apy® + a0t + any +1=0
sau

azr® + anr’y + a1y’ + agzy’ + 2* +y* =0, (7)

unde (ago, agy, A2, aog) 7é O, Qi € C.

Determinarea conditiilor de existenta a unor curbe algebrice invariante pentru sis-
temele diferentiale polinomiale de grad mai mare ca unu este o problema dificila si insotita
de calcule voluminoase. In unele cazuri, aceastd problema poate fi de nerezolvat fiindca
nu sunt cunoscute metode care ar furniza informatii despre numarul de curbe algebrice

invariante si despre gradele lor intr-un sistem polinomial (Giné [20]).

Problema deschisa 1. Pentru clasa sistemelor diferentiale polinomuale de gradul n sa se
determine o agsa marime «(n) care ar margini uniform de sus numdrul de curbe algebrice

invariante si ireductibile ale fiecaruia dintre aceste sisteme.

Problema deschisa 2. Pentru fiecare sistem diferential polinomial sa se determine

marginea superioard a gradelor soluiilor algebrice ale luz.

Pe parcursul anilor o atentie sporita a fost acordata sistemelor diferentiale polinomiale
care poseda curbe algebrice invariante, studiului carora le sunt dedicate un numar mare de
lucrari stiintifice. Dreptele invariante au fost folosite la cercetarea sistemelor patratice in
lucrarile autorilor Bautin, Drujkova, Sibirschi, Popa, Schlomiuk, Vulpe, iar la cercetarea
sistemelor cubice in lucrarile autorilor Ljubimova, Kooij, Suba, Cozma, Sadovskii, Lloyd,

Romanovski, Rousseau, Schlomiuk, Putuntica, Ushkho, Repesco, Bujac, Vacaras.
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Conicele invariante au fost utilizate la cercetarea sistemelor patratice si sistemelor
cubice in lucrarile autorilor Cherkas, Schlomiuk, Christopher, Llibre, Oliveira, Cozma,
Giné, Vulpe, Sdez, Szanto, Rezende.

Cubicele invariante au fost considerate la cercetarea sistemelor patratice si sistemelor
cubice in lucrarile lui Evdokimenko, Cherkas, Zupanovi¢, Garcia, Cozma, Dascalescu.

In lucrarea de fati, pentru sistemele diferentiale cubice (4) sunt determinate conditiile
asupra coeficientilor sistemului ce asigura existenta a doua drepte invariante distincte de
forma (6) si a unei cubice invariante ireductibile de forma (7). Vom considera integrala

primé (factorul integrant) a sistemului (3) formata din curbe algebrice invariante.

Definitia 1.5. Fie ®; =0, j =1,...,q, curbe algebrice invariante ale sistemului (3) din

Clx,y]. Integrala prima (factorul integrant) de forma
PTH Py ... D = (C (uz@?l@?...@g‘q), (8)

unde o, j = 1,...,q sunt numere complexe, nu toate zero, se numeste integrala prima

(factor integrant) Darboux.

Metoda de integrare a sistemelor diferentiale polinomiale prin folosirea curbelor alge-
brice invariante a fost elaborata de catre Darboux [16]. Anume el a propus, pentru prima
data, ca integrala prima (factorul integrant) a sistemelor diferentiale ce poseda curbe
algebrice invariante sa fie construita sub forma (8). Daca sistemul diferential (3) are in-
tegrald prima (factor integrant) de tip Darboux, unde ®;(x,y) = 0 sunt curbe algebrice

invariante ale sistemului, atunci vom spune ca sistemul dat este Darboux integrabil.

Problema deschisa 3. Pentru sistemele diferentiale polinomiale de gradul n sa se deter-
mane relatitle dintre gradele curbelor algebrice invariante, numarul lor, existenta si tipul

integralelor prime.
Un raspuns partial la aceasta problema a fost dat de Darboux:

Teorema 1.7. Flie sistemul diferential (1) are cel pufin q curbe algebrice invariante
ireductibile ®; =0, j =1,...,q. Daci g > sn(n+1), atunci (1) este Darbouz integrabil,
adica sistemul poseda integrala prima sau factor integrant de tip Darbou.

Multi matematicieni au folosit cu succes metoda Darboux de integrare la rezolvarea
problemei centrului pentru unele clase de sisteme polinomiale: Schlomiuk [35] a demon-
strat pentru prima data aplicativitatea metodei Darboux in toate cazurile de existenta a
centrului pentru sistemele diferentiale patratice; Suba si Cozma au obtinut conditiile de
existenta a centrului pentru sistemele cubice care au patru drepte invariante [14,15|, trei
drepte invariante [13,46|, doud drepte invariante i o conica invarianta ireductibila [10-13];
Hill, Lloyd si Pearson [23] au obtinut conditiile de existentd a centrului pentru un sistem
cubic de tip Kukles folosind solutii algebrice de gradele unu, doi si trei.

In lucrarea lui Poincaré [29] se aratd, ci dacd un sistem diferential, pentru care O(0, 0)

este punct singular de tip centru sau focar, are axd de simetrie ce trece prin O(0,0),
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atunci O(0,0) este centru. Zoladek [44] a generalizat notiunea de simetrie, numind-o
reversibilitate, si a clasificat sistemele cubice cu centru si cu proprietatea de reversibilitate.
Definitia 1.6. Vom spune ca sistemul diferential (3) este reversibil in timp, daca portre-
tul lut de faza este invariant la o reflectie in raport cu o dreapta ce trece prin originea

sistemulut de coordonate si la schimbarea semnului timpulusi.

Un algoritm de depistare a sistemelor diferentiale polinomiale reversibile a fost propus
de Romanovski [32], iar interdependenta dintre reversibilitate gi problema centrului a fost
studiata de catre Teixeira si Jiazhong [39]. Unele transformari biliniare ce reduc sistemul
dat la un sistem cu axa de simetrie au fost studiate de Llyod si Pearson [27], Cozma [9],
care au permis obtinerea conditiilor de existenta a centrului pentru unele sisteme cubice.

O alta metoda de rezolvare a problemei centrului se bazeaza pe utilizarea functiei
Lyapunov. Se stie, ca existd o aga serie formald de puteri F(x,y) = > Fj(x,y), incat

viteza de schimbare a ei de-a lungul traiectoriilor sistemului (3) reprezinta o combinatie

liniara a polinoamelor {(z? + y?)7}52, : % = Z;).;Q Lja(2? +y?).

Constantele L;, j = 1, 0o sunt polinoame in raport cu coeficientii sistemului (3) si se
numesc marimi Lyapunov (Amel’kin, Lukashevich gi Sadovskii [1], Suba [38]).

Daca Ly = Ly =--- = L,,_1 =0, iar L,, # 0, atunci vom spune cd punctul singular
0(0,0) este un focar fin (focar slab) de ordinul m. Cel mult m cicluri limita de amplitudine

micéd pot fi bifurcate din O(0,0) la perturbarea coeficientilor sistemului (3).

Teorema 1.9. Punctul singular O(0,0) este centru pentru sistemul diferential polinomial
(3) daca $i numai dacd toate marimile Lyapunov se anuleazd, adicd L; =0, j =1, 00.

Astfel, problema centrului pentru un sistem diferential polinomial poate fi redusa la
problema rezolvarii unui sistem infinit de ecuatii polinomiale in raport cu coeficientii
sistemului diferential. Tindnd cont de teorema lui Hilbert despre baza finita, sistemul
infinit de ecuatii polinomiale L, = 0, k = 1, 00, este echivalent cu un sistem finit L;, = 0,
k = 1, N, adicd exista un numar N astfel incat anularea primelor N marimi Lyapunov
implica anularea tuturor marimilor.

Cu toate ca este necesar de calculat doar un numar finit de marimi Lyapunov, in fiecare
caz aparte, nu se cunoaste acest numar. Aceasta ar fi explicatia, ca numarul N a fost
determinat doar pentru unele clase inguste de sisteme diferentiale polinomiale. Numarul
N este cunoscut pentru sistemele patratice N = 3 (Bautin [2]) si pentru sistemele cubice
simetrice N = 5 (Sibirschi [36], Zotadek [43]).

In cazul sistemului diferential polinomial (3) avem urmitoarea problemi:

Problema deschisa 4. Pentru oricare n (n > 3) fizat sd se determine un asa numdr
minim N = N(n), incdt anularea primelor N marimi Lyapunov sa asigure pentru sistemul

(3) existenta centrului in punctul singular O(0,0).

O solutie in cazul Problemei deschise 4, care permite rezolvarea Problemei generalizate

a centrului (Ciobanu [8]), a fost obtinuta in lucrarea Popa si Pricop [31]. Folosind metoda
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algebrelor Lie gi a algebrelor graduate Sibirschi a fost gasita o estimare pentru numarul
maximal de marimi focale algebric independente utilizate la rezolvarea problemei centrului
pentru sistemele diferentiale polinomiale de gradul n.

In lucrarea [13], numarul N a fost determinat pentru sistemul diferential cubic (4) in
presupunerea ca acesta poseda drepte si conice invariante. Astfel, in cazul a patru drepte
invariante numarul N este egal cu 2; in cazul a trei drepte invariante — N = 7, iar in
cazul a doua drepte invariante si o conica invarianta — N = 4.

Fie sistemul diferential polinomial (3) are M curbe algebrice invariante ®x(z,y) = 0,
k=1,...,M,unde M < n(n+1)/2. In aceste conditii, tinand cont de Problema deschis
4, sa se determine un asa numar minim N, incat anularea primelor N marimi Lyapunov
sa asigure pentru sistemul (3) existenta centrului in punctul singular O(0,0).

Pentru prima data aceasta problema a fost examinata in lucrarile autorilor Suba si
Cozma [13,15,38|. A fost propusi o noua abordare a problemei centrului pentru sistemele
diferentiale polinomiale (3) prin luarea in considerare, concomitent, a curbelor algebrice
invariante, marimilor Lyapunov si a integrabilitatii Darboux.

Definitia 1.7. Vom spune cd consecutivitatea (®y, k = 1, M; N), formatd din curbele
algebrice ®y(z,y) = 0, k = 1, M si numdrul natural N, este o consecutivitate centricd
pentru sistemul (3), daca din faptul, cd curbele date sunt invariante si primele N marimi

Lyapunov sunt nule, rezulta ca punctul singular O(0,0) este de tip centru pentru (3).

In lucrarea [13] a fost rezolvata problema consecutivititilor centrice pentru sistemele
diferentiale cubice (4) in cazurile cand sistemul are: patru drepte invariante; trei drepte
invariante; doua drepte invariante gi o conica invarianta ireductibila.

Asa cum problema centrului pentru sistemul diferential cubic (4) nu este complet
rezolvata, in teza de fata formulam urmatoarele doua probleme fundamentale:
Problema 1. Sa se determine condifiile de existentda a doud drepte invariante distincte
st a unei cubice invariante ireductibile pentru sistemele diferentiale cubice.

Problema 2. Sa se determine toate consecutivitatile centrice pentru sistemele diferentiale
cubice ce posedd doud drepte invariante si o cubica invariantd ireductibild.

Solutiile obtinute pentru Problemele 1 gi 2 sunt incluse in Capitolele 2, 3 si 4.

In Capitolul 2, Sisteme cubice cu doui drepte invariante paralele si o cubici
invarianta, este descrisa rezolvarea problemei centrului pentru sistemele diferentiale cu-
bice cu doud drepte invariante paralele si o cubica invarianta ireductibila (|61], [56], [47]).

Fie sistemul cubic de ecuatii diferentiale (4) scris sub forma

&=y +ax® + cry + fy* + ka® + maPy + pry® +ry’ = P(x,y),
v = —(x + gx® + doy + by? + sx® + qrPy + nay® + 1) = Q(x,y),

(9)

unde P(z,y) si Q(x,y) sunt polinoame reale in variabilele = gi y. Originea de coordonate

0(0,0) este pentru sistemul (9) punct singular de tip centru sau focar.
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Fie sistemul cubic (9) are doua drepte invariante paralele [; si Iy de forma (6), care
pot fi reale sau complexe (I, = I1). Efectuam o rotatie a sistemului de coordonate, astfel
incat dreptele sa fie paralele la axa ordonatelor (Oy), iar partea liniard a sistemului (9)

ramane neschimbata.

Lema 2.1. Sistemul (9) are doud drepte invariante paralele la aza ordonatelor Oy
lio=24 (cE£VE —4m)z =0, (10)
daca si numat dacad se realizeaza urmdatorul set de conditii:
a=f=k=p=r=0, m(c*—4m) #0. (11)

Cofactorii acestor drepte invariante au forma K o(z,y) = y(2ma + ¢ £ V¢ — 4m)/2.
In Teorema 2.1, pentru clasa de sisteme cubice (9) care au doud drepte invariante
paralele, au fost determinate conditiile necesare si suficiente de existenta a unei cubice

invariante ireductibile de forma
O(x,y) = 2%+ y? + agox® + a2’y + axy® + agsy® =0, (12)

unde (agp, o1, 12, agz) # 0 i asg, a1, @12, ags € R. Aceste conditii sunt grupate in 9 seturi
si pentru fiecare set se rezolva problema centrului. Rezultatele ce {in de problema data

sunt incluse in urmatoarele doua teoreme:

Teorema 2.2. Fie sistemul cubic (9) posedd doud drepte invariante paralele si o cubicd
invariantd ireductibild. Atunci punctul singular O(0,0) este centru dacd si numai dacd

primele douda marimi Lyapunov se anuleazd.

Teorema 2.3. Originea sistemului de coordonate este centru pentru sistemul cubic (9),
cu doud drepte invariante paralele (10) si o cubica invariantd ireductibila (12), dacd si

numai daca se realizeaza cel putin unul dintre urmatoarele 7 seturi de condifii:
()a=f=k=p=r=d=1=q=0,s=(—2b*— 5bc+ 2bg — 3¢* + 3cg + n)/3,
m = (—2n)/3;
i)a=f=k=p=r=1=0,g=[b0*—d*)]/(2d*), m = 3(b* + d*), c = —3b,
n = (—2m)/3, g = (bm)/(6d), 5 = (~¥m)/(642);
(i) a=f=k=p=r=0,1=I[05b+4g —c)d]/9, m = 2(b+ g)(c —2b — 2g),
g=|[(c—g—2b)d]/3,n=1[(2b+4g —c)(Bb+4g —¢)]/3, s =[(2b+ g — ¢)(c — 2b —
49)1/9, d* = (2b+ 4g — ¢)(4b + 2g + c);
a=f=k=p=r=1=0,g=b+c, n=>bb+g), m= —-2b(b+g), s=—bb+yg),
g=db+g), 160> — 3d% = 0;
a=f=k=p=r=0, c=2b+2g, | =[(b+¢c)d]/9, ¢ = (dg)/3, s = (2¢*)/9,
m = (12bg + 8¢ — d?)/9, n = [2(d* — 3bg — 2¢%)]/9;

(iv)

(v)
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(Vi)a=f=k=p=r=1=q=s5=0g=-bc=-20m= (160 - 3d°)/16,
n=—m;

(Vi) a=f=k=p=r=d=1=q=0,m = [(3cu+2bu+3v)(cu—2bu—3v)]/(16u?), g =
b+c—u, n = [—8mu?®—3v(2bu+3cu+3v)]/(8u?), s = [(8u? —9cu—6bu—9v)v]/(8u?).

Urmatorul exemplu ne arata ca pentru existenta centrului cerinta ca primele doua

marimi Lyapunov sa se anuleze este esentiala. Sistemul cubic

i = y(25c*2? + 108cx + 108) /108, ¢ # 0,
g = — (12962 + 1242c2? + 936¢cxy — 702cy? + 29723+
+417c¢% 2%y — 2212 xy* — 9c¢%y?) /1296

are doud drepte invariante paralele 18 +¢(9++/6 )2 = 0 si o cubica invarianta ireductibila
54(x* + y*) + ¢(3z + y)* = 0, iar in punctul singular O(0,0) avem ca L; = 0 si Ly =
(—5c*) /648 # 0, adicd acest punct singular e de tip focar.

In procesul rezolvirii problemei centrului au fost dezvoltate metodele reversibilitatii

si integrabilitatii Darboux. A fost demonstrata urmatoarea teorema.

Teorema 2.4. Orice sistem cubic cu puncte singulare de tip centru, doud drepte in-
variante paralele (10) si o cubicd invarianta ireductibila (12), este Darbouz integrabil sau

reversibil.

In Capitolul 3, Sisteme cubice cu un fascicol format din doui drepte
invariante si o cubica invarianta, este descrisa rezolvarea problemei centrului pen-
tru sistemele diferentiale cubice cu un fascicol format din doua drepte invariante si o
cubicd invariantd ireductibild ([60], [50], [51], [59], [49], [53], [52], [55]).

Fie sistemul cubic (9) are doua drepte invariante [; i [ concurente ce se intersecteaza in
punctul singular (xg, y9). La o rotatie a sistemului de coordonate (x — xcosp—ysing,y —
rsing 4 ycosyp) si rescalarea axelor (xz — ax,y — ay), obtinem I, Ny = (0,1). In acest

caz dreptele invariante se pot scrie sub forma
i=14ax—y=0,0a;€C, j=1,2; ag—ay #0. (13)

Lema 2.2. Sistemul diferential cubic (9) are doud drepte invariante distincte de forma

(13) daca si numai daca se realizeazd urmatoarul set de conditii:

k=(a—1)(a1+as)+g, l=-b s=(1—a)aas,

m = —a} — ajas — a3+ c(a; + az) —a+d+ 2,
n=aa(—f—-2)—(d+1), p=(f+2)(a1+a)+b—c,
q=(a;+ay—c)ajag—g, r=—f—1, (a—1)*+ (f +2)* #0.

Cofactorii dreptelor invariante (13) sunt
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Kj(z,y) = 2+ ay + ((a — D)aj + 9)2* + ((c — a;)a; + d + )zy + ((f + L)a; + b)y>.
In Teoremele 3.1 i 3.4, pentru clasa de sisteme cubice (9) care au doud drepte invari-
ante de forma (13), au fost determinate conditiile necesare si suficiente de existenta a unei

cubice invariante ireductibile de forma (12) ce trece prin punctul singular (0,1):
(z,y) = 2° + ¥ + azor’ + an @’y + apzy® —y°* =0, (15)

adica cubica formeaza cu dreptele invariante (13) un fascicol de curbe.
Aceste conditii sunt grupate in 49 de seturi si pentru fiecare set se rezolva problema

centrului. Rezultatele ce tin de problema data sunt cuprinse in urmatoarele teoreme:

Teorema 3.3. Fie [ # —2 gi sistemul cubic (9) are un fascicol format din doud drepte
invariante (13) gi o cubica invarianta (15). Atunci punctul singular O(0,0) este de tip

centru daca st numai daca se realizeazda unul dintre urmdatoarele 16 seturi de condifii:
i)a=1,b=1l=s=0,d=f—-1, k=g=(cay —4)/ar, m = (4dcay; + 3f — 13)/3,
n:2r, p:(8—ca1+4f)/a1, q:_2g7 T:_(f+1>7 CL%:?)’

ii)a=1d= -2, f=-1, k=g | =-b m= (3¢ — 4b* — 4bc — 16)/16,
n:—m,p:b,q:—g,T:SIO'

(i) d = 2a—3, f=(=3)/2 g=201-a)b+¢c), k=(1—a)2b+c), | = —b,
m = (9a — 4b* — 2bc + 2¢* — 9)/9, n = (18 — 18a + 2b*> + bc — ¢*) /9, p = (2b— ¢) /2,
g=2(a—1)(b+c), r=1/2, s=2(a—1)(2b—¢c)(b+¢)/9;

(iv) b = (=1)/5, a = —=3b, ¢ = 18b, d = 14b, f = 11b, g = —2b, k = q = 2b,
l=—-b, m=n=-9b, p=21b, r = —6b, s =0;

(v) b=1/5 a=3b c= —18h, d = —14b, f = —11b, g = —2b, k = ¢ = 20,
[=—-b, m=n=9b, p=21b, r=6b, s = 0;

b= (-1)/5,d=6b f=9, p=0b r=—-4b, | =n = —b, ¢ = 1/10, a = 9,

g=—c, m=—-3c, q=c, k=(-3)/20, s =0;

b=1/5,d = —6b, f = -9, |l = —-b, n =p=10 r =4b, ¢ = (—1)/10,

a=-9c, g=—-c, m=3c, q=c, k=3/20, s =0;

(viii) a = (-2f —1)/2, ¢ = —day, d= —2r, g = (nay)/2, k =29, n = —-2f —3, | = —b,

m=n(2a?-3)/2, p=—4g, q=—g,r=—f—1,5=0, ay =b/(f +2);

(ix) a= (157 —2f2)/@f +7), ¢ = (1—2f)as, d=2a-+4f +3, g = ¢ (a+3)as, k=
Ala—1)ag+g, I = —b,m = [(11f+21)(2f+3)]/(2f+7), n = [(2f+3)(f—4)]/ (2] +7),
p=(Tf+9as, q=12a3—3ca3—g, r=—f—1,s=3(1—a)a3, (2f +7)0*>+ (2f +
3)(f+2)*=0, az=b/(f +2);

(x) a =3/2, b =(70)/6, d = =3, [ =(-3)/2, g =(—11¢)/6, k = =3p, | = —b,
m=(—41)/6, n=9/2, p=c/2, q=Tp, 7 =1/2, s=5/2, ¢ -3 = 0;
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(xi)

(xii)

(xiii)

(xiv)

(xv)

(xvi)

a = [2—u*(a3 + 2au — 3)]/[2(v* + 1)], f = (—a3 — 2au — 4u® — 3)/[2(u® + 1)],
g = (3aa% —3a; —6a3+2b+2c)/2, d = (3+2f —2a—6ayas +9a3) /2, 2u*(c+11b—
4u) +u((2b+¢)2—=9)+ 180 =0, k = (a —1)(a; +as) + g, = =b, s = (1 — a)aias,
m=—al—ajas—a3+cla;+as)—a+d+2,r=—f—1, n=aas(—f—2)— (d+1),
p=(f+2)(ar+az) +b—c, q= (20 —u)aray — g, az = (¢ —2u+ 2b)/3, a; =
(4b + 2¢ —u)/3;

a =5/6, c =6g, d= -3, f=(-13)/6, g = —=bb, k= g/3, m = 19/54,
l=—b, n=237/18, p=(103b)/3, g = (25b)/3, r =T7/6, s = 1/18, 108b*> — 1 = 0;

a=2/(5u?), b= (8=5u?)/(20u), ¢ = (169u?—"76)/(10u3), d = (44—105u?)/(20u?),
f = (4 —45u*)/(20u?), g = (9u® — 4)/(2u?), k = (20 — 49u?)/(10u?), | = —b,
m = (12156 — 508)/(25uY), n = (45u® — 24)/(10u2), p = 23(4 — 9u?)/(10u%),
q=308-19u*)/(5u®), r = —f — 1, s = (5u* — 2)/(5u?), bu* — 40u? 4+ 16 = 0;

a = 7(11u* — 1)/(40u?), b = (7 — 85u?)/(200u®), ¢ = (185u? — 19)/(100u?),
d = (5 —47u?)/(20u?), f = (1 — 75u?)/(40u?), g = (1 — 3u?)/(40u®), k = (9 —
35u?)/(200u”), I = —b, m = (23 — 229u?)/(200u®), n = (105u* — 11)/(200u°), p =
(37 —375u?)/(200u®), q = (65u* —11)/(200u°), r = —f —1, s = (bu? +1)/(200u’),
Sut — 10u? + 1 = 0;

a= (hay)/(h*—1), b= (hay)/(h—1)? ¢ = [h(14h—11h*—11)a1]/[(h*+1)(h—1)?],
f=(h—2h*—=2)/(h* + 1), d = [12(39h® — 49h* + 28h + T)]/[(h* + 1)(h* — 1)?],
g = [24h(27h* — 35h% + 20h + 5)]/[(R* + 1)(1 — A*)?], k = (a — 1)(a; + az) + ¢,
l=-b, s=(1—a)ajay, m = —a? —ajas — a3 +cla; +as) —a+d+2,r=—f—1,
n=aa(—f—2)—(d+1), p=(f+2)(a1 +az) +b—c, ¢ = (a1 +ay — c)ajas — g,
ag = (—hay)/(h —1)%, a; = 2(h* — h+1)/(1 — h?), h* + 4h3 — 6h* + 4h + 1 = 0;
a=2,c=[b(h—2)(1—-2n)]/(h*+1), f=(h—2R*—=2)/(h*+1), b= (hay)/(h—
1)?, d = (—6h3)/[(h*+1)(h*—1)?], g = [6h(10R* +3h*+6h—3)]/[(R*+1)(h* —1)?],
k= (a—1)(a1+az)+g,l = —b, s = (1—a)ajaz, m = —at—ajas—a3+c(ay+as)—a+
d+2,n =aas(—f—2)—(d+1),r = —f—1, p= (f+2)(a1+az)+b—c, ¢ = (a1 +as—
c)aras — g, ay = (—hay)/(h—1)% a; = 2(h*—h+1)/(1—h?), h* 2R3 —=2h+1 = 0.

Teorema 3.6. Fie f = —2 gi sistemul cubic (9) are un fascicol format din doud drepte

invariante (13) si o cubicd invarianta (15). Atunci punctul singular O(0,0) este de tip

centru dacd si numai daca se realizeaza unul dintre urmdatoarele 8 seturi de condifii:

(i)

a = (12u? —u'* — 3)/(8u?), b = (4u® — u* — 3)/(8u), ¢ = (u' + 16u® — 17)/(8u),
d= (u?—4u*—3)/(4u?), f = -2, g = (3ub —bu*+5u*—3)/(16u?), k = (6u’® —u®+
24u* — 38u? +9)/(64u?), I = —b, m = (5u’ + Tu* — 65u* 4 29) /(32u?), n = —d — 1,
p=b—c, r=1,q=(T2u — 3ud — 22u5 — 74>+ 27) /(64u?), s = (u'® + u® — 26u° +
54ut — 39u? + 9)/(128u?);
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(ii)) ¢ = [26(Ta — 6)]/(3a —2), d =2(a— 1), f = -2, g =0(1—a), k=>bla—1),
l=-bm=(4—-5a)/2, n=1—2a, p=>b—c, q=[b(7a*> —9a+ 2)]/(3a — 2),
r=1, s=(a?>—a)/2, (3a—2)*+16(a — 1)b* = 0;

(iii) a = (8b—bu®—2u)/(8b—2u), d = (240* —bu(u?+18)+3u?)/(4bu—u?), c = [4b*(u*+
8) — bu(Tu? +16) +u?(u® +2)]/[u*(u —4b)], f = —=2,1 = —b, g = [(8b+u* —2u)(8b—
u? —2u)(3u?+4)]/[32u*(u—4b)], r =1,k = (a—1)(a1+az)+g, s = (1—a)ajas, ¢ =
(a1+ag—c)ajaa—g, m = —ai—ajas—a3+c(ay+az)—a+d+2, n = —d—1, p=b—c,
a; = (3u® — 4bu? — 16b + 4u) /(4u?), ay = (u* — 640* + 320u — 4u?) /[4u?(4b — u)];

(iv) a = (108—u?)/72, b= (u®—36u)/432, f = —2, ¢ = (2592 —u* —252u?)/(432u), d =

(=bu? —36)/72, n = —d — 1, g = (432 — u* + 24u?)/(288u), k = (u® — 3888u? +

93312)/(31104u), m = [(u* + 81u? — 324)(u* — 36)]/(1296u?), ¢ = [(u* + 168u? —

432)(u*—36)]/(20736u), s = [(u*+108)(u?—36)?]/373248,1 = —b, p=b—c, 7 = 1;

= (3—2a1a2—a2)/2 b=1=0, c=2a+3a, d=2a—-5,f=-2 9=
( +1)/2, k = (ag — 2a%ay + 2a; — a3)/2, m = (2a} + 6aay + 3a5 — 3)/2,
:—d—l p=b—c, ¢=a(—2aay —Ta3 —1)/2, r =1, s = (1 — a)aay;

(vi) @ = a1(h — 2ay), b = (ath —a? — 1)/h, ¢ = 2(a? + 2ha; — h*> +1)/h, d = 2a — 2,
f=-2, g=(6a3h — 3a?h?® + 2a? +4a1h h%*+2)/(2h), k = (2a3h — 8aj + 5ah? —
10a? —2a1h® +4a,h+h?—2)/(2h),r = 1, m = (6a3 +ath —4a,h* +6a, +h3 —2h) /h,
n=-d-1, p=b—c,q= (9a%h2—8a‘f—6ai’h—10a%—2a1h3+h2— )/(2h), | = —b,
a2 = 3a1 — h, s = [a1(4af — 3a3h* + 6aF + a1h® — arh — h* + 2)]/h;

(vil) a = [az(2as —2b—¢)]/2, d =2(a— 1), f = =2, g =[6az(l —a) —2b+c|/4, k =
(2ay — 2aay — 4ab + 2ac + 2b —c)/4, | = =b, m = (> —4b*)/4, n =1 —2a, p =
b—c, g=[6(a—1)as —4ab+2ac+2b—c|]/4, r =1, s = [a2(2ab — ac — 2b+ ¢)|/2;

(viii) a = [a1(aZ+1)]/(a1 —a2), b= (a] —2ajas—1)/[2(a1 —a2)], [ = —2,¢c= (a}—2a3—
1)/(a1—as), d = [2as(a1az+1)]/(a1 —ag), | = —b, g = [az(3a%as+2a1 +a2)]/[2(as—

a)l, k = (a=1)(ar1+az)+g, s = (1—a)aras, m = —ai—araz—aj+c(ari+az) —a+d+2,
r=1,n=—-d—-1 p=b—c, ¢= (a1 +ay — c)ajay — g.

Teorema 3.7. Originea sistemului de coordonate este punct singular de tip centru pentru

sistemul cubic (9), care are un fascicol format din doud drepte invariante i o cubicd

mvartanta wreductibila, daca st numai daca primele trei marimi Lyapunov se anuleaza.
Urmatorul exemplu ne arata ca pentru existenta centrului cerinta ca primele trei

marimi Lyapunov sa se anuleze este esentiala. Sistemul cubic
i = (81y + 3622 — 81y> 4 18622y — v/3(135xy + 4a® — 18xy?) /81,
§ = (=272 + 392y — 52° — 3ay® + v/3(182% + 9y* — 9y® — 23zy?)) /27

are un fascicol format din doud drepte invariante 1 — 3z —y = 0, 1 — \/Tgx —y =0

si o cubicd invariantd ireductibild 9(z* + 32 — y*) + V3x(2? + 93?) = 0 ce trec prin
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punctul singular (0,1), iar in punctul singular O(0,0) avem ca Ly = Ly = 0 i L3y =
(—5447680)/3 # 0, adica acest punct singular e de tip focar.

In rezolvarea problemei centrului un rol determinant l-a avut metoda integrabilitatii

Darboux ceea ce se confirméa de urméatoarea teorema.

Teorema 3.8. Orice sistem cubic ce are puncte singulare de tip centru, un fascicol format

din doud drepte invariante §i o cubicd invariantd ireductibila (12), este Darbouz integrabil.

In Capitolul 4, Sisteme cubice cu doui drepte invariante si o cubici invari-
anta de pozitie generica, este descrisa rezolvarea problemei centrului pentru sistemele
diferentiale cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila de pozitie
generica ([56], [57], [58], [54], [47], [48]).

Fie sistemul cubic (9) are doua drepte invariante [; i lo, reale sau complexe conjugate
(I = 1y), ce se intersecteaza in punctul singular real (z¢,%,). Fard a restrange genera-

litatea, putem considera ca dreptele trec prin punctul (0, 1), adica ele au forma (13)
h=1l4arz—y=0,lb=14ax—y=0,a1,a2 € C, ap —a; #0.

In acest caz a; si ay verifica sistemele de ecuatii:

s=a(g—k+a(a—1), n=(f+2)ai+(b—c—pla—d—1,

16
l==br=—f—-1,¢g=-al+cai+(2—a+d—m)a; — g, (16)

F=(a—1)(a;+a)+g—k=0,
Fs=(f+2)(a1+a)+b—c—p=0, (17)
Fy=a}+aias+a3—cla; +az) +a—d+m—2=0.

Tinand cont de relatile (16) si (17), pentru sistemul (9) au fost determinate conditiile

necesare si suficiente de existenta a unei cubice invariante ireductibile de forma (12)
O(x,y) = 22 + y* + azox® + axnry + apry® + agsy® = 0,

unde (asg, @21, @12, ap3) # 0, aps # —1 si a;; € R. In total, au fost obtinute 93 seturi

de conditii ce asigura pentru sistemul cubic (9) existenta a cel putin doud drepte in-

variante gi a unei cubice invariante ireductibile de pozitie generica (Teoremele 4.1-4.4).

Pentru fiecare set de conditii se rezolva problema centrului, iar rezultatele sunt cuprinse

in urmatoarele teoreme:

Teorema 4.5. Fie sistemul cubic (9) poseda doud drepte invariante si o cubica invariantd
ireductibila de pozitie generica. Atunci punctul singular O(0,0) este centru dacd si numai

daca primele trer marimi Lyapunov se anuleazd.

Teorema 4.6. Pentru sistemul cubic (9), ce are doud drepte invariante (138) si o cubica
invariantd ireductibila (12) de pozitie generica, punctul singular O(0,0) este de tip centru
daca st numai daca se realizeaza unul dintre urmatoarele 11 seturi de condifii:
(i)a=k=r=0,d=f=-1, g=(3c=0)/3, | = —=b, m = [2(—bc—2)]/3, n = bc+2,
p=(2b)/3, q=0b, s=—bc—2, b* = 3;
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(i) a=0+1 c=r=0,d=20"-1), f=-1, g =0bB0*+1), k =b*+1),
l=—b m=—-b% n=—4b* p=—b, ¢=0b(—Tb* —3), s = b*(—2b* — 1);

(iii) @ = [(3v — Dv]/(3v> + 1), b = V3(1 — v¥)/[(3v> + 1)(3v + 1)], d = (—150% —
30?2 — 130 — 1)/[(3v?* + 1)(Bv +1)], f = (=602 +v—1)/(3v2 + 1), g = [3302 — 1 +
V3302 + D(3v + D] /[V3B: + DBv+ 1)), k = (a — D(ay + az) + g, | = —b,
m=2—a} —ajay — a3 +cla; +ax) —a+d, n=aa(—f—2)—(d+1), p=
(f+2)(a1 +a2) +b—c, ¢ =afay +a1a5 — caraz — g, 1 = —(f +1), s = a1a2(1 — a),
a; = [3v24+6v—1++3(c—az)(3v2+1)]/[V3(3v?2+1)], 3(3v>+1)(3v+1)?(a2 — cay) +
6(150% + 1) (v — 1) — v/3(3v + 1)((3v® + 60 — 1)(3v + 1)ay — 3c(3v? + 1) (v — 1)) = 0;

(iv) a = [(Bv 4+ 1)v]/(3v* + 1), b = V3(1 —v?)/[(3v* + 1)(3v — 1)], d = (=150 +
302 —13v+1)/[(Bv* + 1)(Bv = 1)], f = (—6v* —v —1)/(3v* + 1), g = [330v* — 1 +
V3(3v2 4+ 1)(3v — 1)c]/[V3(3v2 + 1)(3v — 1)], k = (a — 1)(ay +ag) +g, | = —b,
m=2—a?—ajay — a3 +cla; +ay) —a+d, n=aa(—f —2)—(d+1), p =
(f+2)(a1+az)+b—rc, q=alas+aa3 — cajas — g, 7 = —(f + 1), s = a1as(1 — a),
ap = [=3v2 4+ 60 + 1) +V3(c — az) (30 + 1)]/[vV3(3v? + 1)], 3(3v* + 1)(3v — 1)%(a3 —
cay) —6(150% +1)(v+1)+v/3(3v—1)((3v*> —6v—1)(3v—1)ay —3c(3v>+1) (v+1)) = 0;

(v) a= (2f+3t2+1)/(2t?),d = (2f —2t*+1)/t?, g = [(2ct —4f+ 1) *+2f +1]/(2t%), k =
[(2f +1+3t2)(ct—2f)]/(2t3), l = (= f—2)/t, m = (=3t>+4tcf —8f*—2f —1)/(2t?),
n = [telf+2) 2 (f+3)+ £ — 1]/, p = [te(f+1)+2f(—f ~2)]/t, g = [(4f —2c—
D2+ 2tc(2f +1) =8f2 —6f —1]/2t%, r = —f =1, s = [(2f + 2+ 1)(ct — 2f)]/(2t*),
t=(f+2)/b;

(vi) @ = (=10fh? + 72fh — 5h* + 36h + 108t)/(72t*), b = (f +2)(9 — h)/(3t), ¢ =
(—4fh + 36f + 5h — 36)/(6t), d = (—10fh? + 72fh — 5h? + 36h — T2t2)/(36t2),
g = (=2fh*—h?+36t?)(4h—27)/(216t%), k = [—(86 fh® — 1152 fh*+ 3888 fh+43h> —
576h% — 540ht? +1944h+388812)] /(432t), | = —b, m = [— (66 fh% — 1008 fh+3888 f +
49h2 — 612h + 10812 + 1944)]/(722), n = (6fh> — 42fh + Th? — 48h + 12¢2) /(12t2),
p = (Ofh—T2f+5h—36)/(6t), g = [—(2fh?—24fh+h2—12h+1212)(4h—27)]/(T2L3),
r=—f—1,5=[-(10fh2 — 72fh + 5h? — 36h — 36t2)(4h — 27)h]/(1296t%);

(vii) a =3c+1,b=1=0,d =209*-2)/3, f = (=5)/3, g = c(9 + 1), k = g,
m=(-2)/3,n=(4—45¢*)/9, p=—c, ¢ = 2c(—9c¢* — 1)/3, r =2/3, s = cg;

(viil) @ = [(3f +5)*(f +2) +0*(3f +4)*1/[(3f +5)*(f +2)], ¢ = [b(6/* +11f +2)]/[(3f +
5)(f+2)], d=120°(3f +4)° = (f +2)(5f +T)(Bf +5)/[(f +2)(Bf +4)(3f +5)7,
g ="bBV*(3f +4)> = (2f +3)(3f +5)*/[(f +2)(3f +5)%], k = =b[b*(3f +4)° + (f +
2)2f +3)Bf +5)2/[(f +2)2(3f +5)3], 1 = —=b, m = —[V*(3f + 4)*(9f* + 22f +
12) +3(f + 1) (f +2)*(2f +3)Bf +5)/[(f +2)*(3f +4)*(3f +5)], n = —[*(3f +
4)2(27f? +80f 460) —2(f + 1)(f +2)(2f +3)(3f +5)*|/[(f +2)(3f +4)*(3f +5)7],
p = =B +22f + 12)]/[3f + 5)(f + 2)], ¢ = —b[P*(3f + 4)*(27/* + 85 +
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66) — (f + D(f +2)2f +3)Bf + 5)°/[Bf +5)°Bf + )(f + 27, r = —f = 1,
s =—b[0*(3f +4)°(9f +14) + (f +2)(2f +3)(3f +5)°]/[(f + 2)*(3f + 5)"]:

a = (40— b2 +4b+4c)/(4b+4c), d = [b(2b+¢)?(2b—c) —8b(b+ )] /[2(2b+¢) (b+¢)],
f=13c— (20— ¢)?]/(4b* — ¢*), g = [(3b*(2b+ ¢)® + 4(b + ¢)?)(2b — ¢)?] /[16(b + ¢)?],
k= [(2b— ¢)2(b(2b+ ¢)2(b — 2¢) + 4(b+ ¢)D)]/[16(b+ ¢)3], | = —b, m = (¢? — 4b?) /4,
n = [—(4b + ¢)((2b 4 ¢)2(2b — )b + 2¢(b + ¢))]/[2(2b + ¢)*(b+¢)], p = —b — ¢,
s = [=b(2b—c)2((2b+c)3(2b—c)b+4(b+)))]/[16(b+c)3], 7 = —f — 1, ¢ = [((14b* +
The +2¢?)(2b + ¢)2(2b — )b+ 4(12b% + 4bc + ) (b + ¢)?) (¢ — 2b)] /[16(2b + ¢) (b + ¢)?];

(x) a = (9f+p*+18)/[9(f+2)],b = [p(—f—3)]/(3f), c = [p(3—2/)]/(3f), d = (=63 f*+
2fp*—=207f—162)/19f(f+2)], g = [p(54f>— f?p* 4297 f> 4540 f +324)] /[27f (f +2)?],
ko= [p(*(f7 + 10f + 12) +27(2f + 3)(f + 2)*)]/[27f(f + 2)°], 1
—(18f3 4 f2p? + 812+ 3fp> + 117f +54) /[3f2(f +2)], n = (36f3 — f2p? + 162f% +
2341 +108)/[3f%(f +2)], ¢ = [=p(f + 1)(27(2f +3)(f +2)* = f*p))/[9/*(f +2)°],
r=—f—1,s=[P702f +3)(f +2)> = f?p*)|/[BLF*(f +2)°];

(xi)a=1,¢=—=2b f=—1,g=—b k=—b | =—b m= (160> — 3d> + 4d + 4)/16,
n=-m,p=>b,qg=5br=s=0.

—b, m =

La rezolvarea problemei centrului un rol determinant il are metoda integrabilitatii

Darboux, fapt confirmat in urméitoarea teorema.

Teorema 4.7. Orice sistem cubic cu puncte singulare de tip centru, doud drepte invari-

ante gi o cubicd invariantd ireductibila (12) de pozitie genericd, este Darbouz integrabil.

CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

In lucrarea de fati, pentru sistemele diferentiale cubice este studiati problema deose-
birii punctelor singulare de tip centru si focar, numita problema centrului. Importanta
acestei probleme rezida in faptul ca ea are tangente cu problema locala a 16-a a lui Hilbert
despre ciclurile limita ce pot aparea la bifurcatii, problema nesolutionata pana in prezent.

Problema centrului este echivalenta cu problema integrabilitatii locale a sistemelor
diferentiale polinomiale in vecinatatea punctului singular ce are valorile proprii pur imagi-
nare. Din aceste considerente, a fost studiata si se dezvoltata metoda algebrica de inte-
grare a sistemelor diferentiale polinomiale, numita metoda Darboux de integrabilitate.
Ea consta in construirea integralei prime sau a factorului integrant din solutiile algebrice
ale sistemului diferential polinomial. Darboux a aratat ca aceasta este posibil pentru
sistemele de gradul n, daca avem n(n + 1)/2 curbe algebrice invariante.

Aplicativitatea metodei Darboux in toate cazurile de existentd a centrului a fost pen-
tru prima data aratatd de cdtre Schlomiuk [35] pentru sistemele péatratice si de catre
Cozma [13] pentru sistemele cubice ce poseda doua drepte invariante gi o conica invarianta.

E firesc sd ne intrebam: cum de rezolvat problema centrului pentru sistemele diferentiale
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polinomiale ce poseda un numaér de curbe algebrice invariante mai mic decat n(n+1)/2, in
particular, pentru sistemele cubice ce poseda doua drepte invariante si o cubica invarianta.
In teza sunt studiate relatiile dintre curbele algebrice invariante, marimile Lyapunov

si integrabilitatea locala, care ne conduc la doua probleme fundamentale:

Problema 1. Sa se determine conditiile de existentd a doud drepte invariante distincte

st a unei cubice invariante ireductibile pentru sistemele diferentiale cubice.

Problema 2. Sa se determine toate consecutivitatile centrice pentru sistemele diferentiale

cubice ce poseda doua drepte invariante si o cubica invariantd ireductibila.

Problemele formulate au fost complet rezolvate. La realizarea cercetarilor au fost
folosite metodele teoriei calitative a sistemelor dinamice, metodele algebrice de calcul
computational, metodele de parametrizare a curbelor algebrice, metodele de integrabili-
tate locald. In studiul problemei centrului au fost dezvoltate doud mecanisme de bazi:
metoda de integrabilitate Darboux si metoda reversibilitatii.

In premierd au fost determinate sistemele diferentiale cubice cu punct singular de
tip centru sau focar care poseda doua drepte invariante distincte si o cubica invarianta
ireductibila. Pentru aceste clase de sisteme cubice: au fost obtinute conditiile necesare
si suficiente de existenta a centrului; a fost stabilita ciclicitatea punctului singular de
tip centru sau focar; a fost demonstrata integrabilitatea Darboux sau reversibilitatea
sistemelor cu puncte singulare de tip centru; au fost determinate consecutivitatile centrice
cu doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in stabilirea unor relatii eficiente
dintre existenta curbelor algebrice invariante, marimile focale si integrabilitatea locala,
ceea ce a contribuit la dezvoltarea metodei de integrabilitate Darboux, fapt ce a permis
determinarea unor noi seturi de conditii necesare gi suficiente de existenta a centrului

pentru sistemele diferentiale cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta.

Aceste rezultate au un rol important la realizarea studiului calitativ al sistemelor

diferentiale cubice si ne permit si efectuam urmatoarele concluzii generale:

— sistemele cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila pot avea
cel mult trei cicluri limita de amplitudine mica bifurcate dintr-un punct singular de tip
centru sau focar, ceea ce reprezinta un rezultat important in studiul problemei ciclicitatii
(Cap. 2, 2.2; Cap. 3, 3.4; Cap. 4, 4.7);

— sistemele cubice cu punct singular de tip centru, care au doua drepte invariante si
o cubica invarianta, sunt Darboux integrabile in cazurile cand aceste solutii algebrice for-
meaza un fascicol de curbe sau ele se afla in pozitia generica (Cap. 3, 3.2,3.4; Cap. 4,4.7);

— sistemele cubice cu punct singular de tip centru, care au doua drepte invariante
paralele gi o cubici invariantd, sunt Darboux integrabile sau reversibile (Cap. 2, 2.3);

— in sistemele cubice, ciclicitatea punctului singular de tip centru sau focar, depinde

de pozitia relativa a curbelor algebrice invariante (Cap. 3, 3.1, 3.3; Cap. 4, 4.1 — 4.4.).
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Rezultatele, ce tin de problema centrului, obtinute pentru sistemele diferentiale cubice
reprezinta o etapa importanta in rezolvarea problemei a 16-a a lui Hilbert despre ciclurile

limita. In baza concluziilor prezentate putem recomanda urmatoarele:

— sa se studieze problema centrului pentru sistemele diferentiale cubice care admit
solutii algebrice, a caror suma a gradelor este egala cu un numar dat;

— sa se foloseasca invariantii algebrici in studierea problemei centrului pentru sistemele
diferentiale cubice ce poseda curbe algebrice invariante;

— rezultatele cercetarii pot fi folosite in studiul calitativ al sistemelor diferentiale cubice
cu doua drepte invariante si o cubica invarianta, in studiul integrabilitatii unor modele
matematice care descriu procese sociale si naturale.

— rezultatele obtinute in teza pot fi incluse in programele cursurilor optionale univer-

sitare tinute studentilor si masteranzilor la facultatile cu profil real sau tehnic.

BIBLIOGRAFIE

1. AMEL’KIN, V.V., LUKASHEVICH, N.A., SADOVSKII, A.P. Non-linear oscillations in
the systems of second order. Minsk: Belarusian Univ. Press, 1982. 208 p.

2. BAUTIN, N.N. On the number of limit cycles which appear with the variation of coefficients
from an equilibrium position of focus or centre type. In: Trans. Amer. Math. Soc. 1954,
vol. 100, pp. 397-413. ISSN 0002-9947.

3. BOTHMER, H.-C., KROKER, J. Focal values of plane cubic systems. In: Qual. Theory
Dyn. Syst. 2010, vol. 9, pp. 319-324. ISSN 1575-5460.

4. CAQO, J., LLIBRE, J., ZHANG, X. Darboux integrability and algebraic limit cycles for a
class of polynomial differential systems. In: Science China Mathematics. 2014, vol. 57,
no. 4, pp. 775-794. ISSN 1674-7283.

5. CHAVARRIGA, J., GIACOMINI, H., GINE J. An improvement to Darboux integrability
theorem for systems having a center. In: Appl. Math. Letters. 1999, vol. 12, pp. 85-89.
ISSN 0893-9659.

6. CHRISTOPHER, C., LI, C,. Limit Cycles of Differential Equations. Series: Advanced
Courses in Mathematics. Birkh&duser Verlag, Basel, 2007. 170 p. ISBN 978-3-7643-8410—4.

7. CHRISTOPHER, C., LLIBRE, J., PANTAZI, C., ZHANG, X. Darboux integrability and
invariant algebraic curves for planar polynomial systems. In: J. Phys. A. 2002, vol. 35,
no. 10, pp. 2457-2476. ISSN 1751-8113.

8. CIOBANU, M., ROTARU, T. 130 de ani de zbucium pentru solutionarea problemei lui
Poincaré despre centru si focar. In: Academos. 2013, vol. 2, pp. 13-21. ISSN 1857-0461.

9. COZMA, D. Darboux integrability and rational reversibility in cubic systems with two
invariant straight lines. In: FElectronic Journal of Differential Equations. 2013, vol. 2013,
no. 23, pp. 1-19. ISSN 1072-6691.

10. COZMA, D. The problem of the center for cubic systems with two parallel invariant
straight lines and one invariant conic. In: Nonlinear Differ. Equ. and Appl. 2009, vol. 16,
pp. 213-234. ISSN 1021-9722.

11. COZMA, D. The problem of the center for cubic systems with two homogeneous invariant
straight lines and one invariant conic. In: Annals of Differential Fquations. 2010, vol. 26,
no. 4, pp. 385-399. ISSN 1002-0942.

24



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

COZMA, D. Center problem for cubic systems with a bundle of two invariant straight
lines and one invariant conic. In: Buletinul Academiei de Stiinte a Republicii Moldova.
Matematica. 2012, no. 1, pp. 32—49. ISSN 1024-7696.

COZMA, D. Integrability of cubic systems with invariant straight lines and invariant conics.
Chiginau: Stiinta, 2013. 240 p. ISBN 978-9975-67-906—0.
COZMA, D., SUBA, A. The solution of the problem of center for cubic differential sys-

tems with four invariant straight lines. In: Sci. Annals of the "Al.I. Cuza" University,
Mathematics. 1998, vol. XLIV, s.l.a, pp. 517-530. ISSN 1221-8421.

COZMA, D., SUBA, A. Partial integrals and the first focal value in the problem of centre.
In: Nonlin. Diff. Equ. and Appl. 1995, vol. 2, pp. 21-34. ISSN 1021-9722.

DARBOUX, G. Mémoire sur les équations différentielles algébriques du premier ordre et
du premier degré. In: Bull. Sci. Math. 1878, pp. 60-96; 124—-144; 152-200.

DUKARIC, M., GINE, J., Integrability of Lotka—Volterra planar complex cubic systems.
In: Inter. Journal of Bifur. and Chaos. 2016, vol. 26, no. 01, 1650002. ISSN 0218-1274.
FERCEC, B., MAHDI, A. Center conditions and cyclicity for a family of cubic systems:

computer algebra approach. In: Mathematics and Computers in Sitmulation. 2013, vol.
87, pp. 55-67. ISSN 0378-4754.

GAIKO, V.A. Global bifurcation theory and Hilbert’s sizteenth problem. Kluwer Academic
Publishers, 2003. 203 p. ISBN 978-1-4419-9168-3.

GINE, J. On some open problems in planar differential systems and Hilbert’s 16th problem.
In: Chaos, Solitons and Fractals. 2007, vol. 31, pp. 1118-1134. ISSN 0960-0779.

GINE, J., ROMANOVSKI, V.G. Integrability conditions for Lotka-Volterra planar com-
plex quintic systems. In: Nonlinear Analysis. 2010, no. 3, pp. 2100-2105. ISSN 1468-1218.

HILBERT, D. Mathematische probleme. In: Nachr. Ges. Wiss., editor, Second Inter.
Congress Math. Paris, 1900, Gottingen Math.—Phys. KI. 1900, p. 253-297.

HILL, J.M., LLOYD, N.G., PEARSON, J.M. Centres and limit cycles for an extended
Kukles system. In: E. J. of Diff. Equ. 2007, no. 119, pp. 1-23. ISSN 1072-6691.

KOOI1J, R.E, CHRISTOPHER, C.J. Algebraic invariant curves and the integrability of
polynomial systems. In: Appl. Math. Lett. 1993, no. 4, pp. 51-53. ISSN 0893-9659.

LEVANDOVSKYY, V., PFISTER, G., ROMANOVSKI, V.G. Evaluating cyclicity of cubic
systems with algorithms of computational algebra. In: Communications in Pure and
Applied Analysis. 2012, vol. 11, no. 5, pp. 2023-2035. ISSN 1097-0312.

Li, C., LIU, C., YANG, J. A cubic system with thirteen limit cycles. In: J. Diff. Eqns.
2009, vol 246, pp. 3609--3619. ISSN 0022-0396.

LLOYD, N.G., PEARSON, J.M. Symmetry in planar dynamical systems. In: J. Symbolic
Computation. 2002, vol. 33, pp. 357-366. ISSN 0747-7171.

LYAPUNOV, A.M. The general problem of the stability of motion. Gosudarstv. Izdat.
Tech. Lit., 1950. 471 p.

POINCARE, H. Mémoire sur les coubes défines par les équations différentielles. In: J. de
Mathématiques. 1881, vol. 7, pp. 375-422; 1882, vol. 8, pp. 251-296; Oeuvres de Henri
Poincaré, 1951, vol. 1, Paris: Gauthier—Villars, pp. 3-84.

POPA, M.N., PRICOP, V.V. The center-focus problem: algebraic solutions and hypoteses.
Chiginau, Institute of Math. and Informatics, 2018. 256 p. ISBN 978-9975-62-416-9.

POPA, M.N., PRICOP, V.V. Applications of algebraic methods in solving the center-focus
problem. In: Buletinul Academiei de Stiinte a Republicii Moldova. Matematica. 2013, vol.
71, no. 1, pp. 45-71. ISSN 1024-7696.

25



32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.
43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ROMANOVSKI, V.G. Time-reversibility in 2-dimensional systems. In: Open Systems and
Infor. Dynamics. 2008, vol. 15, no. 4, pp. 359-370. ISSN 1230-1612.

ROMANOVSKI, V.G and SHAFER, D.S. The center and cyclicity problems: a computa-
tional algebra approach. Basel, Berlin: Birkhauser, 2009. 348 p. ISBN 978-0-8176—4726—1.

SADOVSKII, A.P. Polynomial ideals and varieties. Minsk, BGU, 2008. 199 p.

SCHLOMIUK, D. Algebraic and geometric aspects of the theory of polynomial vector
fields. In: Bifurcations and periodic orbits of vector fields (D.Schlomiuk, ed.). Kluwer
Academic Publishes, 1993, pp. 429-467. ISBN 978-90-481-4303-0.

SIBIRSKY, C.S. The number of limit cycles in the neighborhood of a singular point. In:
Differ. Equ. 1965, vol. 1, no. 1, pp. 51-66. ISSN 0374-0641.

SIBIRSKY, C.S. Algebraic invariants of differential equations and matrices. Chiginau:
Stiinta, 1976. 268 p.

SUBA, A. Partial integrals, integrability and the center problem. In: Differ. Equ. 1996,
vol. 32, no. 7, pp. 884-892. ISSN 0374-0641.

TEIXEIRA, M.A., YANG, J. The center-focus problem and reversibility. In: Journal of
Diff. Equations. 2001, vol. 174, pp. 237-251. ISSN 0022-0396.

VULPE, N.I. Affine-invariant conditions for topological distinction of quadratic systems
in the presence of a center. In: Differ. Fqu. 1983, no. 3, pp. 371-379. ISSN 0374-0641.

ZHANG, X. Integrability of Dynamical Systems: Algebra and Analysis. Singapure, Springer
Nature Singa- pure, 2017. 390 p. ISBN 978-981-4225-6.

ZOLADEK, H. The solution of the center-focus problem. Preprint, 1992. 63 p.

ZOLADEK, H. On certain generalization of the Bautin’s theorem. In: Nonlinearity, 1994,
vol. 7, pp. 273-279. ISSN 0951-7715.

ZOLADEK, H. Remarks on: The classification of reversible cubic systems with center. In:
Topol. Methods Nonlinear Anal. 1996, vol. 8, no. 2, pp. 335-342. ISSN 1230-3429.

YU, P., HAN, M. Twelve limit cycles in a cubic case of the 16th Hilbert problem. In:
Inter. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg. 2005, no. 7, pp. 2191-2205. ISSN 0218-1274.

SUBA, A., COZMA, D. Solution of the problem of center for cubic differential systems
with three invariant straight lines in generic position. In: Qualitative Theory of Dynamical
Systems. 2005, vol. 6, p. 45-58. ISSN 1575-5460.

LISTA PUBLICATIILOR AUTORULUI LA TEMA TEZEI
Articole in reviste:

DASCALESCU, A. Integrability conditions for a cubic differential system with two
invariant straight lines and one invariant cubic. In: Annals of the University of Craiova,
Math. and Computer Science Series. 2018, vol. 45, no. 2, pp. 271-282. ISSN 1223-6934.
DASCALESCU, A. Center conditions for a cubic system with a bundle of two invariant
straight lines and one invariant cubic. In: Bukovinian Math. Journal. 2018, vol. 6, no.
3-4, pp. 53-62. ISSN 2309-4001.

COZMA, D., DASCALESCU, A. Integrability conditions for a class of cubic differential
systems with a bundle of two invariant straight lines and one invariant cubic. In: Buletinul
Academiei de Stiinte a Republicii Moldova. Matematica. 2018, vol. 86, no.1, pp. 120-138.
ISSN 1024-7696.

COZMA, D., DASCALESCU, A. Center conditions for a cubic system with a bundle of

two invariant straight lines and one invariant cubic. In: ROMAI Journal. 2017, vol. 13,
no. 2, pp. 39-54. ISSN 1841-5512.

26



o1.

52.

53.

54.

55.

56.

a7.

58.

59.

60.

61.

Articole in culegeri stiintifice:

COZMA, D., DASCALESCU, A. Integrability conditions for a cubic differential system
with a bundle of two invariant straight lines and one invariant cubic.
In:  Proceedings of the Fourth Conference of Mathematical Society of the Republic of
Moldova, June 28 - July 2, 2017, Chiginau, pp. 269-272. ISBN 978-9975-71-915-5.

DASCALESCU, A. Center conditions for a cubic differential system with a bundle of two
invariant straight lines and one invariant cubic. In: Tendinte contemporane ale dezvoltarii

stintei: viziunt ale tinertlor cercetdtori, edifia VI a conf. st. intern. a doctoranzilor, 15
iunie, 2017. Chisinau, pp. 20-25. ISBN 978-9975-108-16—4.

DASCALESCU, A. Draboux integrability for cubic differential systems with a bundle
of two invariant straight lines and one invariant cubic. In: Tendinte contemporane ale

dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori, edifia V a conf. st. intern. a doctor-
anzilor, 25 mai, 2016. Chiginau, pp. 306-311. ISBN 978-9975-993-83—4.

Teze in lucrarile conferintelor:

COZMA, D., DASCALESCU, A. Center conditions for cubic systems with two invariant
straight lines and one invariant cubic in generic position. In: Abstracts of the International
Conference "Mathematics and Information Technologies: Research and Education", June
24-26, 2019, Chiginau, pp. 23-24. ISBN 978-9975-149-17-4.

DASCALESCU, A. Integrability conditions for a cubic differential system with two
invariant straight lines and one invariant cubic. In: Modern problems of mathematics

and its applications in natural sciences and information technologies: intern. sci. conf.,
September 17-19, 2018. Chernivtsi, Ukraine, pp. 20. http://fmi50.pp.ua

COZMA, D., DASCALESCU, A. The problem of the center for a cubic system having
two invariant straight lines and one invariant cubic. In: Abstracts of the XVIII Inter-

national Scientific Conference on Differential Equations "Erugin’s Readings—2018", May
15-18, 2018, Grodno, Belarus, pp. 102-103. ISBN 978-985-7160-08-2.

COZMA, D., DASCALESCU, A. Center conditions for a cubic differential system with
two invariant straight lines and one invariant cubic. In: Abstracts of the 26 Conference on
Applied and Industrial Mathematics, September 20 — 23, 2018, Chisinau, TUM. pp. 36-37.

COZMA, D., DASCALESCU, A. Darboux integrability for a class of cubic differential
systems  with two  straight lines and one cubic algebraic solutions.
In:  Informatics and Information Technologies dedicated to the illustrious scientist
V. Belousov: inter. conf. on Mathematics, April 19 — 21, 2018, Balti, pp. 33.

COZMA, D., DASCALESCU, A., REPESCO, V. Center conditions and phase por-
traits in a cubic differential system with invariant algebraic curves. In: Abstarcts of the
25th Conference on Applied and Industrial Mathematics, September 14 — 17, 2017. lasi,
Roménia, pp. 35-36. http://www.romai.ro

COZMA, D., DASCALESCU, A. Center conditions for cubic systems with a bundle of
two invariant straight lines and one invariant cubic curve. In: Abstracts of the International

Conference "Mathematics and Information Technologies: Research and Education”, June
23-26, 2016, Chiginau, pp. 25-26. ISBN 978-9975-71-794—6.

DASCALESCU, A. Conditii de integrabilitate pentru un system diferential cubic ce
poseda o cubica invarianta. In: Stiinte ale naturii si exacte, stiinte juridice $i economice:
sesiunea nafionald de comunicari stiinfifice studentesti, 21-22 aprilie 2016, USM. Rezu-
matele comunicéarilor, Chiginau, 2016, pp. 90-92. ISBN 978-9975-71-768-7.

27



ADNOTARE
Dascalescu Anatoli, "Integrabilitatea sistemelor diferentiale cubice cu drepte

si cubice invariante". Teza de doctor in stiinte matematice. Chiginau, 2019

Structura tezei: teza consta din introducere, patru capitole, concluzii generale si re-
comandari, bibliografie din 150 titluri, 135 pagini de text de baza. Rezultatele obtinute
sunt publicate in 15 lucrari gtiintifice.

Cuvinte-cheie: sistem diferential cubic, curba algebrica invarianta, problema centrului,
integrabilitatea Darboux, consecutivitate centrica, problema ciclicitatii.

Domeniul de studiu: teoria calitativa a sistemelor dinamice, integrabilitatea sistemelor
diferentiale polinomiale.

Scopul lucrarii: determinarea conditiilor de existenta a centrului pentru sistemul diferen-
tial cubic cu doua drepte invariante distincte si o cubica invarianta ireductibila.
Obiectivele cercetarii: determinarea conditiilor de existenta a doua drepte invariante si
a unei cubice invariante ireductibile pentru sistemul cubic cu punct singular de tip centru
sau focar; studierea integrabilitatii sistemelor; rezolvarea problemei centrului si problemei
ciclicitatii in prezenta a doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila.
Noutatea si originalitatea stiintifica: a fost rezolvata problema centrului pentru
sistemul diferential cubic cu doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila; a
fost stabilita ciclicitatea punctului singular de tip centru sau focar; au fost determinate
consecutivitatile centrice. A fost demonstrat ca orice sistem cubic ce are punct singular
de tip centru, doua drepte invariante si o cubica invarianta ireductibila, este Darboux
integrabil sau reversibil.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in stabilirea unor relatii eficiente
dintre existenta curbelor algebrice invariante, marimile focale si integrabilitatea locala,
ceea ce a contribuit la dezvoltarea metodei de integrabilitate Darboux, fapt ce a permis
determinarea unor noi seturi de conditii necesare gi suficiente de existenta a centrului
pentru sistemele diferentiale cubice cu doua drepte invariante si o cubica invarianta.
Semnificatia teoretica a lucrarii: a fost dezvoltata metoda de investigare a proble-
mei centrului care se bazeaza pe relatiile dintre existenta curbelor algebrice invariante,
marimile focale gi integrabilitatea Darboux.

Valoarea aplicativa a lucrarii: pentru sistemele diferentiale cubice au fost obtinute
rezultate noi ce tin de problema centrului si ciclicitatii, care reprezinta o etapa importanta
in rezolvarea problemei a 16-a a lui Hilbert despre ciclurile limita.

Implementarea rezultatelor stiintifice: rezultatele obtinute in teza pot fi aplicate
in investigatiile problemei integrabilitatii si a problemei ciclurilor limita pentru sistemele
diferentiale polinomiale; pot servi drept suport pentru tezele de master gi unele cursuri
optionale universitare tinute studentilor si masteranzilor; pot fi folosite in studiul unor

modele matematice ce descriu procese sociale si naturale.
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AHHOTAIINA

Hackasecky Anarosuii, "HTerpupoBanne KyoundeckuxX auddepeHInaabHbIX CUCTEM
C aJiIredOpamvecKuMU MHBAPUAHTHBIMHU KPUBBIMH IIEPBOTO U TPEThEro mopsaka'.
luccepramnust Ha coMCKaHue yYEHOII CcTeneHn

JOKTOpa MareMarmyieckKnx Hayk. Kummmnsy, 2019

CrpyKTypa paboThl: BBeIeHIE, YeThIpe IJIaBbl, BLIBOABI M PEKOMEHIAINN, Oubanorpadus us3
150 mammenoBanwmii, 135 cTpanuI] OCHOBHOrO TekcTa. [lomydeHHble pe3ysibTaThl OBLIN OIYOJINKO-
BaHbI B 15 Hay4HBIX paboTax.

KuroueBblie ciioBa: kybudeckast nuddepeHnuaibuas CucTemMa, ajredpandeckast HHBAPUAHTHAST
KpuBasi, MpodJjieMa MeHTpa, HHTerpupyeMocThb B cMbicye /lapby, meHTputieckas 1mocae0BaTe b
HOCTbB, TIpO0JIeMa, ITUKJINTHOCTH.

OO6JsiacTh mccJe/IOBaHUsI: KaveCTBEHHAs] TEOPUsl JTUHAMUYIECKUX CHUCTEM, UHTErPUPYEMOCTH
MOJIMHOMMAJIBHBIX T depeHITnaabHbIX CHCTEM.

Ilenp paboThl: oImpejie/ieHre yCJIOBUN CYINECTBOBAHUS IEHTpa i KyOudecko#t juddepen-
IUAIBLHOM CUCTEMBI ¢ 0CO00# TOUKOIT THIIA TIeHTPpa 1K (hOKyca ITPU HAJIMYUUN JIBYX HHBAPUAHTHBIX
IIPAMBIX U MHBAPUAHTHON KPUBOI TPETLErO IIOPSIKA.

3asmaum uccjaeJoBaHUsI: HaX0XKICHUE YCJIOBUIl CyIIECTBOBAHNUS JIBYX MHBAPUAHTHBIX MPSIMbIX 1
MHBapPUAHTHON KPUBOH TPETHEro Mopsaka B Kyoudeckoil quddepeHiuaabHoil CucTeMbl ¢ 0C000it
TOYKOW THUIIA TEeHTPa Wu (POKYCa; OIpEJIeJICHUEe YCJIOBUN MHTEIPUPYEMOCTH CUCTEM; pPellieHue
npobJjieMbl  TIEHTpa U [POOJEMBbl  IMUKJIUYHOCTH JjId KyOMYeCKHX CHCTEM C JIByMs
MHBAPUAHTHBIMU TPIMBIMIA U WHBAPUAHTHON KPUBOH TPETHETO MOPSIKA.

HoBu3sHa m Hay4YHasi OPUTMHAJIBHOCTB: i KyOHM4ecKoil jauddepeHnaibuoii CucTeMbl ¢
JIByMsI WHBAPUAHTHBIMHU TPSMBIMUA U WHBAPUAHTHOW KPHWBOI TPETHErO IMOPsiIKa ObLIa perieHa
1pobJieMa IIeHTpa U OblJIa YCTAHOBJIEHA IUKJINIHOCTH 0COOON TOUKHU THIIA IeHTpa uian (okyca.
Bruto mokazano, uto sobas Kybudeckasi cucteMa ¢ 0coOO#l TOYKOI Tulla IeHTpa NMpH HAJTUYIUN
JIBYX WHBApPUAHTHBIX MPAMBIX U WHBAPUAHTHON KPUBOH TPETHErO TOPsIKA WHTErpUpyeMa B
cmbicsie JlapOy win mmeeT oCb CUMMETPUU.

I'maBHas penieHHas HayYHas 33Ja9a COCTOUT B YCTAHOBJICHUH d(PMDEKTUBHBIX COOTHOIICHUT
MeXK/1y ajareOpamvdecKuMu WHBAPUAHTHBIMU KPUBBIME, (DOKYCHBIMU BEJIUIMHAMU W JIOKAJJIHHOM
UHTETPUPYEMOCTBIO, YTO CIIOCOOCTBOBAJIO PA3BUTHUIO METOJIAa HHTETPUPYEMOCTH B cMbIcie /lapOy,
YTO TO3BOJIUJIO TIOJIYIYUThH HOBbIE HEOOXOIMMbIE U JIOCTATOYHBIE YCJIOBUS IEHTPA, JIJIsT KYOUIeCcKux
CUCTEM C JIBYMSI MHBAPUAHTHBIMU MPAMBIMU 1 WHBAPUAHTHON KPUBOH TPETHETO MOPSIIKA.
TeopeTrudyeckass 3HAYMMOCTH PabOTHI: ObL pa3padoTaH MeTOJ| HCCJIEIOBAHUS ITPOOIEMbI
IEHTPA, OCHOBAHHBIN HA COOOTHOIIEHUSX MEXKJIY aareOpamvdecKuMu WHBAPUAHTHBIMU KPUBBIMH,
dOKYCHBIMU BEJITMINHAMHI ¥ WHTEIPUPYEMOCTHIO B cMbIcye JlapOy.

IIpakTuyeckass 3HAYMMOCThb PAaOOTHI: ObLIM IIOJIyYEeHHBI HOBBIE PE3YJIbTATHI II0 IIPodJieMe
IEHTpAa U pobieMe IUKJIMTHOCTH, KOTOPBIE SBJISIOTCS BaXKHBIM IIATOM B pertenuu 16-it mpobieMbl
IMunsbepTa 0 TpeIe/TbHBIX TTHKJIAX.

BHenpenue HayYHBIX Pe3YJIBTATOB: I[OJIYUYEHHbIE PE3YJILTATHI MOI'YT OBITH HMCIIOJb30BaHbI
pU JAJIbHEHIIIeM 3y IeHun TPOOIeMbl UHTETPUPYEMOCTH U IIPOOJIEMBI TTPE/IETbHBIX ITUKJIOB TT0JIH-
HOMUAJIBHBIX CUCTEM, TIPU Pa3paboTKe TeM MaruCTepcKuX paboT U HEKOTOPBIX CIIEIKYPCOB JIJIst
bu3nKo-MaTEMaTHICCKUX CIENUAJIBLHOCTEH, MPU UCCJIECJOBAHUN HEKOTOPBIX MaTeMATHYCCKUX

MO,HeJIefI, OIIMCBbIBaIOMINX COIIMaJIbHbIE W IIPUPOAHBIC ITPOIECCHI.
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ANNOTATION
Dascalescu Anatoli, "Integrability of cubic differential systems with
invariant straight lines and invariant cubics".
PhD Thesis in Mathematical Sciences. Chiginau, 2019

Thesis structure: introduction, four chapters, general conclusions and recommenda-
tions, bibliography of 150 titles, 135 pages of main text. The obtained results were
published in 15 scientific papers.

Keywords: cubic differential system, invariant algebraic curve, the problem of the center,
Darboux integrability, center sequence, the problem of cyclicity.

Domain of research: qualitative theory of dynamical systems, integrability of polyno-
mial differential systems.

Aim of the research: to determine the center conditions for the cubic differential system
with two distinct invariant straight lines and one irreducible invariant cubic.
Objectives of the research: to obtain the conditions for the existence of two invariant
straight lines and one irreducible invariant cubic for the cubic differential system with a
singular point of a center or a focus; to study the integrability of the systems; to solve
the problem of the center and the problem of cyclicity for the cubic systems with two
invariant straight lines and one irreducible invariant cubic.

Novelty and scientific originality: the problem of the center, the problem of cyclicity
and the problem of center sequences were solved for cubic differential systems with two
invariant straight lines and one irreducible invariant cubic. It was proved that every cubic
differential system with a center, having two invariant straight lines and one irreducible
invariant cubic, is Darboux integrable or reversible.

The main scientific problem solved consists in establishing of some efficient relations
between invariant algebraic curves, focus quantities and local integrability, which con-
tributed to the development of the Darboux integrability method. This made possible to
obtain new sets of necessary and sufficient center conditions for cubic differential systems
with two invariant straight lines and one invariant cubic.

The theoretical significance of the work: it was elaborated an efficient method
in solving the problem of center based on relations between the existence of algebraic
invariant curves, focus quantities and Darboux integrability.

The practical value of the work: the results obtained for cubic differential systems
concerning the problem of the center and the problem of cyclicity represent an important
step in solving the 16th Hilbert problem about limit cycles.

Implementation of the scientific results: the obtained results can be applied in
investigations of the problem of integrability and the problem of limit cycles for polynomial
differential systems; can serve as support for Master Thesis and some optional university
courses for students and master students; can be used in the study of mathematical models

which describe some social and natural processes.
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