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CUVINTE CHEIE

Cuvinte cheie: Spaţiul Alexandrov, cvasivarietate de monoizi topologici, monoizi liberi,
distanţă invariantă, cvasimetrică, distanţa Levenshtein, distanţa Hamming, distanţa Graev, descom-
punere paralelă, similaritate proprie, medie ponderată, bisectoare a două stringuri, convexitate,
algoritm.
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1. SCOPUL S, I OBIECTIVELE CERCETĂRII

Actualitatea s, i important,a temei de cercetare. Not,iunea de algebră universală a fost
introdusă în cartea lui AlfredNorthWhitehead "ATreatise onUniversal Algebra", publicată în 1898
[45]. Între anii 1935 s, i 1950, Birkhoff a introdus not,iunile de varietăt,i s, i cvasivarietăt,i de algebre
universale, algebre libere, congruent,ă de algebre universale, latice de subalgebre, homomorfism.
Din cauza celui de-al doilea război mondial, rezultatele publicate de Anatol Maltsev în anii 1938-
1946 nu au fost cunoscute până la începutul anilor 50 ai secolului trecut. Raportul plenar a lui Alfred
Tarski din 1950 la Congresul Internat,ional al Matematicienilor la Cambridge a inaugurat o nouă
eră. După 1950, au fost studiate diferite aspecte ale teoriei modelelor, cu aplicat,ii neobis,nuite în
logica matematică, teoria limbajelor, teoria automatelor, cu contribut,ia următorilor matematicieni:
A. Robinson, A. Tarski, G. Birkhoff, C.C. Chang, L. Henkin, S. C. Kleene, B. Jonsson, A. Church,
S. Eilenberg, S. MacLane, R. Lyndon, A. I. Maltsev, V. I. Arnautov, M. A. Arbib, V. M. Gluc, N.
Chomsky, M. Minsky, S. Ginsburg, D. Scott, D. A. Huffman, E. Marczewski, J. Mycielski, P. J.
Higgins, B. I. Plotkin, Yu. I. Manin, S. Marcus, A. G. Kurosh, V. I. Glivenko, V. D. Belousov,
A. P. Ershov, O. B. Lupanov, A. D. Wallace s, i alt,ii (vezi [3, 8, 6, 10, 17, 20, 21, 24, 28, 29,
32, 34, 44]). Diferite aplicat,ii ale algebrei în analiza informat,iei s, i prelucrarea imaginilor au fost
explorate de S. Cojocaru, C. Gaindric, V. Shcherbacov, P. Syrbu, V. Izbash s, i alt,ii [18, 23, 40, 43].
La rezolvarea multor probleme legate de analiza informat,iei (procesare, digitizare, comparare,
clasificare), a devenit necesar să se studieze metrici invariante s, i topologii pe algebre universale
libere. Studiul algebrelor topologice a fost init,iat cu grupuri Lie, grupurilor topologice s, i spat,iilor
liniare topologice.

Diferitele tipuri de distant,e au fost examinate de M. Frechet, V. Niemytzcki, P.S. Alexandroff,
A.V. Arhangelskii, M.M. Choban, P.Kenderov, R.W. Heath, S. Nedev, W.A. Wilson (a se vedea
[22, 2, 5, 27, 4, 15, 36]). În clasa distant,elor, cvasimetricele se deosebesc prin faptul că ele nu
sunt simetrice, dar satisfac axioma inegalităt,ii triunghiului. Cvasimetricele discrete ne conduc
la conceptul de spat,iu digital s, i, mai general, la spat,iul Alexandroff. Cercetările lui Hamming
[26], Graev [25] s, i Levenshtein [31] ne conduc la necesitatea de a dezvolta metode de extindere
pe monoidul liber L(A) a distant,elor definite pe alfabetul A. Ment,ionăm că este important ca
extinderea să fie invariantă. Această problemă este importantă s, i rămânea nesolut,ionată, până la
momentul dat, pentru orice cvasivarietate a monoizilor topologici.

Faptele ment,ionate determină actualitatea s, i important,a temei de cercetare.
Teza prezintă rezultatele teoretice ale studiului distant,elor pe structuri algebrice abstracte.

Partea aplicativă a cercetării poate fi utilizată în teoria informat,iei, unde este necesar să se definească
măsura similarităt,ii dintre secvent,e de informat,ie s, i eficient,a reprezentării informat,iei. Aceste
not,iuni, la rândul lor, pot fi obt,inute prin aplicarea distant,ei dintre secvent,ele de informat,ie.

Scopul s, i obiectivele cercetării. Scopul cercetării constă în studiul problemei extinderii dis-
tanţelor pe monoizi liberi. Printre obiectivele principale ale lucrării se număra studiul proprietăt,ilor
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acestor distant,e pe monoidul liber L(A), de a determina dacă există o relat,ie între ele s, i de a găsi
aplicat,iile rezultatelor obt,inute. Pentru atingerea acestui scop au fost formulate următoarele obiec-
tive:

• determinarea condit,iilor de extindere a cvasimetricei ρ pe A s, i orice cvasivarietate V de
monoizi topologici la o cvasimetrică invariantă ρ∗ pe monoidul liber Fa(A,V);

• elaborarea unei metode eficiente de extindere a cvasimetricei ρ pe monoizi liberi;

• determinarea condit,iilor de existent,ă a topologiilor invariante pe monoidul liber Fa(A,V)

care sunt extinderi ale topologiei date pe A;

• stabilirea relat,iilor între distant,ele Hamming, Levenshtein s, i Graev;

• dezvoltarea reprezentărilor s, i descompunerilor eficiente ale perechilor de s, iruri de caractere;

• implementarea algoritmilor inovativi pentru rezolvarea problemelor secvent,elor de text;

• descrierea prelucrării imaginilor din punct de vedere topologic;

• analiza proprietăt,ilor topologiilor digitale pe linia discretă.

Obiectivele stabilite conduc la rezultate teoretice importante. Astfel, a fost introdusă not,iunea
de descompunere paralelă a unei perechi de s, iruri de caractere. Pe baza acestui fapt, obiectivele de
cercetare extinse au vizat studiul măsurii similarităt,ii proprii a unei perechi de s, iruri de caractere,
algoritmii de construct,ie a mult,imelor de medii ponderate s, i bisectoarei unei perechi de stringuri,
precum s, i examinarea s, i solut,ionarea problemei de convexitate a mult,imilor ment,ionate.

2. METODOLOGIA CERCETĂRII S, TIINT, IFICE

Studiul prezent se desfăs,oară în domeniul teoriilor algebrice s, i topologice, iar metodologia
utilizată se bazează pe aplicarea metodelor teoriei monoizilor, a spat,iilor cu distant,e, a lingvis-
ticii teoretice, a teoriei algoritmilor s, i a teoriei sistemelor informat,ionale. Folosind metodologia
elaborată, cercetarea a fost divizată în următoarele etape: identificarea problemelor, formularea
ipotezelor, investigarea s, i analiza ipotezelor, concluzii la rezultatele obt,inute.

Formularea ipotezei se bazează pe scopurile s, i obiectivele cercetării. Una din principalele
ipoteze care a influent,at asupra rezultatelor finale, a fost existent,a extinderii pe monoidul liber a
cvasimetricei ρ definite pe alfabetul A. În acest fel, unele dintre rezultatele cercetării în stadiu
incipient cuprind metode eficiente de extindere a distant,ei pe monoizi liberi, ceea ce conduce la
posibilitatea introducerii conceptului de descompunere paralelă a s, irurilor de caractere.

Investigarea s, i analiza ipotezelor au fost efectuate în cadrul metodologiei fundamentale a
cercetării s, tiint,ifice. La această etapă s-a stabilit că pentru orice cvasivarietate de tip non-Burnside
V s, i orice cvasimetrică ρ pe o mult,ime X cu punctul bază pX pe monoidul liber Fa(X,V) există o
cvasimetrică unică stabilă ρ̂ cu proprietăt,ile 2.4.1 - 2.4.10, care sunt rezumate în Teorema 2.4.1 ca
un rezultat principal.
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Noutatea s, i originalitatea s, tiint, ifică a tezei constau în obţinerea rezultatelor noi teoretice cu
aplicaţii în informatică. Rezultatele cercetărilor cuprind metode eficiente de extindere a distant,elor
pe monoizi liberi, ceea ce a dus la posibilitatea introducerii conceptului de descompunere paralelă
a s, irurilor de caractere. Acest fapt a permis dezvoltarea conceptelor de eficient,ă s, i similaritate ale
secvent,elor de informat,ie, precum s, i construirea mult,imilor de medii ponderate s, i bisectoare ale
s, irurilor de caractere. Gradul de noutate s, i originalitate este reprezentat de:

• metoda extinderii cvasimetricelor pe monoidul liber Fa(X,V);

• studierea spat,iilor digitale s, i Alexandroff;

• prezentarea solut,iilor problemelor lui Maltsev pentru cvasivarietăt,ile de monoizi topologici;

• stabilirea relat,iilor între distant,ele Hamming, Graev s, i Levenshtein pe monoizi liberi;

• introducerea conceptului de eficient,ă a reprezentării;

• introducerea conceptului de descompuneri paralele optimale a stringurilor din monoizi liberi;

• algoritmi implementat,i pentru construct,ia mediilor ponderate s, i bisectoarei perechilor de
s, iruri de caractere;

• demonstrat,ia ne-convexităt,ii a segmentului informat,ional;

• introducerea not,iunii de topologie simetrică pe linia digitală;

• demonstrat,ia unicităt,ii topologiei Khalimsky ca topologie digitală minimală;

• elaborarea algoritmului de procesare a imaginii digitale din perspectiva topologică, aplicabilă
în spat,iul digital.

Problema s, tiint, ifică importantă rezolvată în cadrul cercetării este dezvoltarea metodelor
de construire s, i studiere a extinderii distant,elor pe monoizi liberi, care contribuie la obt,inerea
unor metode eficiente de reprezentare a informat,iei, aplicabile la rezolvarea diferitor probleme de
distant,e, cum ar fi alinierea secvent,elor, similaritatea unei perechi de s, iruri de caractere, construirea
mediilor ponderate s, i bisectoarei unei perechi de s, iruri de caractere.

Semnificat, ia teoretică este determinată de obt,inerea rezultatelor noi privind stabilirea
condit,iilor de existent,ă a extinderii distant,elor pe monoizi liberi ce permit construirea diverselor
topologii invariante pe monoizi liberi. Metodele elaborate au permis abordarea problemelor legate
de secvent,ele de informat,ie dintr-un nou punct de vedere. În plus, rezultatele teoretice permit
studiul liniei digitale s, i proprietăt,ii de minimalitate a topologiei Khalimsky.

Valoarea aplicativă a tezei constă în utilizarea rezultatelor teoretice obt,inute în studiul
topologiilor simetrice pe linia digitală, prelucrarea imaginilor s, i construirea centroidului unei
mult,imi de s, iruri de caractere. Metodele prezentate au generat mult,imi mai mare de elemente,
folosind metoda descompunerii paralele optimale.
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Aprobarea rezultatelor s, tiint, ifice. Rezultatele s, tiint,ifice obt,inute au fost prezentate la
conferint,e s, tiint,ifice nat,ionale s, i internat,ionale, s, i au fost publicate în reviste recenzate. Principalele
rezultate incluse în teză au fost prezentate la următoarele conferint,e s, tiint,ifice:

• Scattered s, i Digital Topologies in Information Sciences. Plenary talk at the Conference of
the Romanian Society of Applied s, i Industrial Mathematics ROMAI, CAIM 2018, Chisinau,
Moldova, 20-23 September 2018;

• Scattered s, i Digital Topologies in Image Processing. Conference on Mathematical Founda-
tions of Informatics, MFOI 2018, Chisinau, Moldova, 2-6 July 2018;

• About Non-Convexity of the Weighted Mean of a Pair of Strings. International Conference
“Contemporary Trends in Science Development: Visions of Young Researchers”,
Academy of Sciences of Moldova, Chisinau, Moldova, 15 June 2018;

• On the Midset of Pairs of Strings. International Conference on Mathematics, Informatics s, i
Information Technologies, MITI 2018, Balti, Moldova, 19-21 April 2018;

• Measures of Similarity on Monoids of Strings. Conference on Mathematical Foundations of
Informatics, MFOI 2017, Chisinau, Moldova, 9-11 Nov 2017;

• Parallel Decompositions of Pairs of Strings s, i Their Applications. Conference on Applied s, i
Industrial Mathematics, Iasi, Romania, 14-17 Sept 2017;

• On the Bisector of a Pair of Strings. The 4th Conference of Mathematical Society of the
Republic of Moldova, dedicated to the centenary of Vladimir Andrunachievici (1917-1997)
CMSM4, Chisinau, Moldova, 28 June - 2 July 2017;

• Distances on Monoids of Strings s, i Their Applications. Conference on Mathematical Foun-
dations of Informatics, MFOI 2016, Chisinau, Moldova, 25-31 July 2016;

• Invariant Distances on Free Semigroups s, i Their Applications. The 20th Annual Conference
of the Mathematical Sciences Society of Romania, 19-22 May 2016;

Publicat, ii pe tema cercetării. Rezultatele obt,inute în teză sunt publicate în 20 de articole
s, tiint,ifice (a se vedea [46]–[65]): 7 articole în reviste recenzate (a se vedea [47, 49, 56, 60, 62,
63, 64]), 13 lucrări la conferint,e internat,ionale (a se vedea [46, 48, 50, 51, 52, 54, 53, 55, 57, 58,
59, 61, 65]); 8 publicat,ii de un singur autor (a se vedea[46]–[53]), printre care 2 articole în reviste
s, tiint,ifice recenzate (a se vedea [47, 49]). Volumul total al publicat,iilor este de 6.4 coli de autor.

Volumul s, i structura tezei. Teza este scrisă în limba engleză s, i cont,ine introducere, patru
capitole, concluzii generale s, i recomandări, adnotări în limbile română, rusă s, i engleză, bibliografie
ce cuprinde 200 de titluri. Volumul total al tezei este de 130 de pagini, dintre care 114 pagini text
de bază.
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3. SINTEZA CAPITOLELOR

În introducere sunt formulate actualitatea s, i important,a temei de cercetare. În plus, sunt
definite obiectivele de cercetare, scopul, noutatea s, tiint,ifică s, i originalitatea tezei. Problema
s, tiint,ifică studiată este prezentată cu accent pe important,a valorii teoretice s, i aplicative a lucrării.
Se oferă o scurtă analiză a problemelor s, i a publicat,iilor pe tema tezei. Această sect,iune se încheie
cu un rezumat al cont,inutului lucrării.

Primul capitol, Situat, ia actuală în domeniul teoriei spat, iului cvasimetric s, i aplicat, iile
lor în algebra s, i teoria informat, iei , are un caracter introductiv s, i cont,ine un rezumat al celor mai
importante rezultate conform scopului si obiectivelor tezei, direct,iilor de cercetare. Se definesc s, i
se clasifică distant,e, spat,ii de distant,ă, sisteme informatice de tip Scott-Ershov, algebre topologice
universale, spatii de s, iruri de caractere.

Pentru rezolvarea problemei de cercetare definite este importantă studierea următoarelor
probleme particulare:

1. Determinarea condit,iilor de extindere a cvasimetricei ρ pe A s, i orice cvasivarietăt,i V la o
cvasimetrică invariantă ρ∗ pe monoidul liber Fa(A,V).

2. Propunerea algoritmilor de calcul al distant,ei ρ∗(a, b) între două secvent,e de informat,ie
a, b ∈ L(A).

3. Determinarea relat,iilor între proprietăt,ile topologo-geometrice a spat,iilor (A, ρ) s, i (L(A), ρ∗).

4. Propunerea metodelor de construct,ie a mult,imilor de medii ponderate s, i bisectoarei ale unei
perechi de s, iruri date.

5. Determinarea proprietăt,ilor topologo-geometrice care sunt importante în analiza informat,iei
s, i a procesării imaginilor.

Problemele lui Maltsev sunt formulate pentru monoizi liberi, care au fost puse în 1957 [33]:
Problema Maltsev I: În ce condit,ii aplicat,ia vX este o scufundare?
Problema Maltsev II: În ce condit,ii homomorfismul wX este un izomorfism continuu?
Pentru spat,iile complet regulate X , problemele lui Maltsev au fost rezolvate afirmativ de S.

Swierczkowski [42] în cazul semnăturii discrete E , s, i de către M. M. Choban s, i S. S. Dumitrashcu
pentru orice semnătura [19, 14].

La sfârs, itul acestui capitol, se formulează problema cercetării, se identifică metodele de
rezolvare a acesteia, se stabilesc obiectivele s, i scopurile cercetării.

În capitolul doi, Extinderea cvasimetricelor pe monoizi liberi topologici, sunt studiate
cvasivarietăt,ile de monoizi topologici s, i sunt elaborate noi metode de extindere a cvasimetricelor.
Capitolul începe cu introducerea monoizilor topologici liberi s, i construirea monoidului liber ab-
stract.

Orice spat,iu topologic X este considerat a fi un spat,iu Kolmogorov, adică unT0-spat,iu: pentru
oricare două puncte distincte x, y ∈ X există o submult,ime deschisă U din X astfel încât U ∩ {x, y}
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este o mult,ime singleton. Clasa V de monoizi topologici se numes, te cvasivarietate de monoizi
dacă: (1) clasa V este multiplicativă; (2) dacă G ∈ V s, i A este un submonoid din G, atunci A ∈ V;
(3) fiecare spat,iu G ∈ V este un T0-spat,iu. Un monoid liber al unui spat,iu X într-o clasă V este
un monoid topologic F(X,V) cu proprietăt,ile: X ⊆ F(X,V) ∈ V s, i pX este unitatea lui F(X,V),
mult,imea X generează monoidul F(X,V) s, i pentru orice aplicat,ie continuă f : X −→ G ∈ V,
unde f (pX) = e, există un homomorfism unic continuu f̄ : F(X,V) −→ G astfel încât f = f̄ |X .
Un monoid abstract liber al unui spat,iu X într-o clasă V este un monoid topologic Fa(X,V) cu
proprietăt,ile: X este o submult,ime din Fa(X,V), Fa(X,V) ∈ V s, i pX este unitatea lui Fa(X,V),
mult,imea X generează monoidul Fa(X,V), iar pentru orice aplicat,ie f : X −→ G ∈ V, unde f (pX)

= e, există un homomorfism continuu unic f̂ : Fa(X,V) −→ G astfel încât f = f̂ |X .
Prin metoda Kakutani se demonstrează că:

Teorema 2.1.1. Fie V o cvasivarietate netrivială de monoizi topologici. Atunci pentru fiecare
spat,iu X următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

1. Există G ∈ V astfel încât X este un subspat,iu din G s, i pX este elementul neutru în G.
2. Pentru spat,iul X există un unic monoid liber topologic F(X,V).

Continuăm cu evident,ierea problemelor abordate în această sect,iune.
Problema 2.1.1. Fie V o cvasivarietate netrivială de monoizi topologici. În ce condit,ii pentru un
spat,iu X există monoidul liber topologic F(X,V)?

Fixăm un spat,iu X pentru care există monoidul liber topologic F(X,V). Atunci există un
homomorfism unic continuu πX : Fa(X,V) −→ F(X,V) astfel încât πX(x) = x pentru orice x ∈ X .
Monoidul F(X,V) se numes, te abstract liber dacă πX este un izomorfism continuu.
Problema 2.1.2. Fie V o cvasivarietate netrivială de monoizi topologici. În ce condit,ii pentru un
spat,iu X există monoidul liber topologic F(X,V), care este abstract liber?

Problemele 2.1.1 s, i 2.1.2 sunt importante în teoria algebrelor universale cu topologii (a se
vedea [33, 14, 15, 12, 13, 16]). Aceste probleme pentru varietăt,i de algebre topologice au fost
formulate de A. I. Maltsev ([33], vezi problemele lui Maltsev în sect,iunea 1.6 a tezei).

Următoarea teoremă se bazează pe rezultatul ment,ionat în teorema anterioară 2.1.1.

Teorema 2.1.2. Fie V o cvasivarietate netrivială de monoizi topologici, s, i fie că există H ∈ V s, i
punctul b ∈ H, astfel încât e , b s, i E = {e, b} este un subspat,iu discret din H. Atunci pentru
fiecare spat,iu zero-dimensional X există monoidul liber topologic unic F(X,V).

Exemplul 2.1.1 ilustrează faptul că nu pentru orice cvasivarietate netrivială V s, i orice T0-spat,iu X

există F(X,V).
Fie ω = {0, 1, 2, ...}. O cvasivarietate V de monoizi topologici se numes, te cvasivarietate

Burnside dacă există două numere minimale p = p(V), q = q(V) ∈ ω, astfel încât 0 ≤ q < p s, i
xp = xq pentru toate x, y ∈ G ∈ V. În acest caz, orice G ∈ V este un monoid (p, q)-periodic cu
exponentul (p, q). Dacă q = 0, atunci orice monoid G ∈ V este un monoid periodic cu exponentul p
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s, i xp = e pentru fiecare x ∈ G ∈ V. Cvasivarietatea trivială este considerată Burnside cu exponentul
(0, 1).

Următoarea teoremă rezolvă problema 2.1.1 pentru cvasivarietăt,ile non-Burnside complete
de monoizi topologici .

Teorema 2.3.3. FieV o cvasivarietate completă non-Burnside demonoizi topologici. Atunci pentru
fiecare T0-spat,iu X există monoidul liber topologic F(X,V).

Următoarea teoremă rezolvă problema 2.1.1 pentru cvasivarietăt,ii complete netriviale de
monoizi topologici.

Teorema 2.3.4. Fie V o cvasivarietate completă netrivială de monoizi topologici. Atunci pentru
fiecare spat,iu complet regulat X există monoidul liber topologic F(X,V).

Fixăm o cvasivarietate completă netrivială V de monoizi topologici. Considerăm o mult,ime
nevidă X cu un punct fix e ∈ X . Presupunem că e ∈ X ⊆ Fa(X,V) s, i e este unitatea monoidului
Fa(X,V). Fie ρ o pseudo-cvasimetrică pe mult,imea X . Notăm cu Q(ρ) mult,imea tuturor pseudo-
cvasimetricilor stabile d pe Fa(X,V) pentru care d(x, y) ≤ ρ(x, y), pentru toate x, y ∈ X . Mult,imea
Q(ρ) este nevidă pentru că ea cont,ine pseudo-cvasimetrica trivială d(x, y) = 0, pentru toate x, y ∈

Fa(X,V). Pentru orice a, b ∈ Fa(X,V) punem ρ̂(a, b) = sup{d(a, b) : d ∈ Q(ρ)}. Spunem că
ρ̂ este extinderea maximală stabilă a ρ pe Fa(X,V). Pentru orice a, b ∈ Fa(X,V) punem ρ̄ =
in f {Σ{ρ(xi, yi) : i ≤ n} : n ∈ N, x1, y1, x2, y2, ..., xn, yn ∈ X, a = x1x2...xn, b = y1y2...yn} s, i
ρ∗(a, b) = in f { ρ̄(a, z1) +... + ρ̄(zi, zi+1) + ... + ρ̄(zn, b) : n ∈ N, z1, z2, ..., zn ∈ Fa(X,V)}.

Unul dintre rezultatele principale ale tezei este următoarea teoremă.

Teorema 2.4.1. Fie ρ o pseudo-cvasimetrică pe X , Y un subspat,iu al lui X s, i e ∈ Y . Notăm cu
M(Y ) = Fa(Y,V) submonoidul monoidului Fa(X,V) generat de mult,imeaY s, i cu dY extinderea ρ̂|Y
pe M(Y ) a pseudo-cvasimetricei ρY pe Y , unde ρY (y, z) = ρ(y, z) pentru toate y, z ∈ Y . Atunci:

1. dY (a, b) = ρ̂(a, b) pentru toate a, b ∈ M(Y ).

2. Dacă V este o cvasivarietate non-Burnside, atunci ρ̄(x, y) = ρ(x, y) pentru toate x, y ∈ X .

3. Dacă ρ este o cvasimetrică (strictă) pe Y , atunci ρ̂ este o cvasimetrică (strictă) pe M(Y ).

4. Dacă ρ este o a metrică pe Y , atunci ρ̂ este o metrică pe M(Y ).

5. Dacă a, b ∈ Fa(Y,V) sunt puncte distincte s, i ρ este o cvasimetrică pe Sup(a, b), atunci
ρ̂(a, b) + ρ̂(b, a) > 0.

6. Dacă a, b ∈ Fa(Y,V) sunt puncte distincte s, i ρ este o cvasimetrică strictă pe Sup(a, b), atunci
ρ̂(a, b) > 0 s, i ρ̂(b, a) > 0.

7. Pentru orice a, b ∈ Fa(Y,V) există n ∈ N, x1, x2, ..., xn ∈ Sup(a, a) s, i y1, y2, ..., yn ∈ Sup(b, b)

astfel încât a = x1x2...xn, b = y1y2...yn, n ≤ l(a) + l(b) s, i ρ̄(a, b) = Σ{ρ(xi, yi) : i ≤ n}.
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8. ρ̂ = ρ̄ = ρ∗.

În clasa monoizilor liberi, Teorema 2.4.1 permite rezolvarea celor doua probleme ale lui
Maltsev, formulate pentru algebre universale în 1957 [33].

Cvasivarietatea de monoizi topologici V este rigidă dacă pentru orice spat,iu X , orice cuvânt
a ∈ F(X,V), orice punct c ∈ X \ {px} s, i orice reprezentare ac = x1x2...xn, unde x1, x2, ..., xn ∈ X ,
existsă m ≤ n, astfel încât xm = c s, i a = x1x2...xm−1. În acest caz xi = pX = e, pentru orice i > m.

Varietatea tuturor monoizilor topologici este rigidă.

Teorema 2.5.1. FieV o cvasivarietate rigidă non-Burnside de monoizi topologici, ρ o cvasimetrică
pe un spat,iu X cu punctul bază pX s, i ρ(x, pX) = ρ(y, pX), pentru orice x, y ∈ X \{pX }, sau ρ(pX, x)

= ρ(pX, y), pentru orice x, y ∈ X \ {pX }. Atunci ρ∗(ac, bc) = ρ∗(ca, cb) = ρ∗(a, b), pentru toate
a, b, c ∈ F(X,V).

Următoarea teoremă extinde Teorema 2.3.3 s, i rezolvă problema 2.1.2 pentru cvasivarietăt,i
complete non-Burnside de monoizi topologici.

Teorema 2.6.1. Fie V o cvasivarietate netrivială completă non-Burnside de monoizi topologici.
Atunci:

1. Pentru orice T0-spat,iu X pe monoidul liber Fa(X,V) există o T0-topologie T(qm), astfel
încât:

– (Fa(X,V), T(qm)) ∈ V;
– X este un subspat,iu al spat,iului (Fa(X,V), T(qm));
– topologia T(qm) este generată de familia tuturor pseudo-cvasimetricilor invariante pe

Fa(X,V), care sunt continue pe X .
2. Pentru orice T0-spat,iu X monoidul liber topologic F(X,V) există s, i este abstract liber.
3. Un spat,iu X este un T1-spat,iu dacă si numai dacă spat,iile F(X,V) s, i (Fa(X,V), T(qm))

sunt T1-spat,ii.
4. Un spat,iu X este funct,ional Hausdorff dacă si numai dacă spat,iile F(X,V) s, i

(Fa(X,V), T(qm)) sunt funct,ional Hausdorff.

Rezultatele analogice cu Teoremele 2.1.1 s, i 2.6.1 sunt obt,inute pentru monoidul semi-
topologic F(X,W) în Teoremele 2.7.1 s, i 2.7.2.

Al doilea capitol se încheie cu discut,ia despre spat,iile digitale topologice, rezultatele rezumate
în Corolarul 2.8.2, care rezultă din Corolarul 2.8.1 s, i Propozit,iile 2.8.2 s, i 2.8.4.
Corolarul 2.8.1. Fie V o cvasivarietate netrivială completă non-Burnside de monoizi topologici.
Atunci pentru fiecare spat,iu X următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

1. F(X,V) este un spat,iu Alexandroff.
2. Pe spat,iul F(X,V) există o cvasimetrică cu valori naturale.
3. X este un spat,iu Alexandroff.
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Corolarul 2.8.2. Fie V o cvasivarietate netrivială completă non-Burnside de monoizi topologici.
Atunci pentru fiecare spat,iu X următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

1. F(X,V) este spat,iu topologic digital.
2. X este spat,iu topologic digital.
Rezultatele prezentate în acest capitol completează cu succes lucrările matematicienilor în

domeniul extinderii distant,elor pe structurile algebrice abstracte. Cercetarea autorului în acest
capitol este publicată în articolele [54, 57, 62] s, i serves, te drept bază pentru cercetarea prezentată
în următoarele capitole.

În capitolul 3, Măsura similarităt, ii pe monoizi de stringuri, se demonstrează că există
distant,e invariante pe monoidul L(A) al tuturor stringurilor asemanatoare cu distant,ele Levenshtein
s, i Hamming. Se introduce o definit,ie distinctă a distant,ei pe L(A), pe baza metodei Markov-Graev,
propusă pentru grupuri libere. În rezultat, se arată că pentru orice cvasimetrică d pe alfabetul A în
reuniune cu s, irul vid există o extendere maximală invariantă d∗ pe monoidul liber L(A). Această
nouă abordare permite introducerea descompunerilor paralele s, i semiparalele a două stringuri, care
sunt ulterior utilizate în subsect,iunea 3.3 pentru a determina factorii de eficient,ă s, i de penalizare în
două reprezentări de stringuri.

Pentru orice stringuri a, b ∈ L(A) găsim descompuneri de forma a = v1u1v2u2 . . . vkukvk+1

s, i b = w1u1w2u2 . . .wkukwk+1, care pot fi reprezentate ca a = a1a2 . . . an, b = b1b2 . . . bn cu
următoarele proprietăt,i:

- unele ai s, i b j pot fi stringuri vide, adică ai = ε, b j = ε;
- dacă ai = ε, atunci bi , ε, s, i dacă b j = ε, atunci a j , ε;
- dacă u1 = ε, atunci a = v1 s, i b = w1;
- dacă u1 , ε, atunci există s, irul 1 ≤ i1 ≤ j1 < i2 ≤ j2 < . . . < ik ≤ jk ≤ n, astfel încât:
u1 = ai1 . . . a j1 = bi1 . . . b j1 , u2 = ai2 . . . a j2 = bi2 . . . b j2 , uk = aik . . . a jk = bik . . . b jk ;
- dacă v1 = w1 = ε, atunci i1 = 1;
- dacă vk+1 = wk+1 = ε, atunci jk = n;
- dacă k ≥ 2, atunci pentru orice i ∈ {2, . . . , k} avem vi , ε sau wi , ε.
În acest caz avem l(u1) + l(u2) + . . . + l(uk) = |{i : ai = bi}|.
Descompunerile care au forma demai sus se numesc descompuneri paralele a stringurilor a s, i

b [55, 56, 57]. Pentru orice descompuneri paralele a = v1u1 . . . vkukvk+1 s, i b = w1u1 . . .wkukwk+1

numărul

E(v1u1 . . . vkukvk+1,w1u1 . . .wkukwk+1)

=
∑

i≤k+1
{max{l(vi), l(wi)}} = dH(x1x2 . . . xn, y1y2 . . . yn)

se numes, te eficient,a descompunerilor paralele date. Numărul E(a, b) este egal cu valoarea minimă
a eficient,ei tuturor descompunerilor paralele ale stringurilor a, b s, i se numes, te eficient,a comună
a stringurilor a, b. E evident că E(a, b) este bine determinată s, i E(a, b) = dG(a, b). Spunem că
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descompunerile paralele a = v1u1v2u2 . . . vkukvk+1 s, i b = w1u1w2u2 . . .wkukwk+1 sunt optimale
dacă are loc următoarea egalitate:

E(v1u1v2u2 . . . vkukvk+1,w1u1w2u2 . . .wkukwk+1) = E(a, b).

Acest tip de descompuneri sunt asociate cu problema asemănării aproximative a s, irurilor
[35]. Dacă descompunerile a = v1u1 . . . vkukvk+1 s, i b = w1u1 . . .wkukwk+1 sunt optimale s, i
k ≥ 2, atunci putem considera că ui , ε pentru orice i ≤ k.

Orice descompuneri paralele a = a1a2 . . . an = v1u1v2u2 . . . vkukvk+1 s, i b = b1b2 . . . bn =

w1u1w2u2 . . .wkukwk+1 generează subs, iruri comune u1u2 . . . uk . Numărul

m(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn) = l(u1) + l(u2) + . . . + l(uk)

se numes, te măsura similarităt,ii a descompunerilor [7, 37]. Există descompuneri paralele a =

v1u1v2u2 ldotsvkukvk+1 s, i b = w1u1w2u2 ldotswkukwk+1 pentru care măsura de similaritate este
maximă. Valoarea maximă a măsurii de similaritate a tuturor descompunerilor se notează cu
m∗(a, b). Valoarea maximă a măsurii de similaritate a tuturor descompunerilor optimale se notează
cu mω(a, b). Observăm că mω(a, b) ≤ m∗(a, b). Pentru orice două descompuneri paralele a =

a1a2 . . . an s, i b = b1b2 . . . bn prin analogie cu [56], definim factorul de penalitate

pr(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn) = |{i ≤ n : ai = ε}|, pl(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn) = |{ j ≤ n : b j = ε}|,
p(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn) = |{i ≤ n : ai = ε}| + |{ j ≤ n : b j = ε}|

= pr(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn) + pl(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn)

s, i măsurile de similaritate proprie

Mr(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn) = m(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn) − pr(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn),
Ml(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn) = m(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn) − pl(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn),
M(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn) = m(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn) − p(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn)

.
Numărul dH(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn) = |{i ≤ n : ai , bi}| este distant,a Hamming dintre

discompuneri s, i este un alt tip de penalitate. Avem:

p(a1 . . . an, b1 . . . bn) ≤ dH(a1 . . . an, b1 . . . bn).

Afirmat,iile din următoarea teoremă stabilesc principalele rezultate.

Teorema 3.3.1. Fie a s, i b două stringuri nevide, a = a1a2 . . . an s, i b = b1b2 . . . bn descompuneri
optimale init,iale, iar a = a′1a′2 . . . a

′
q s, i b = b′1b′2 . . . b

′
q a doua pereche de descompuneri arbitrare.

Notăm:
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m = m(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn), m′ = m(a′1a′2 . . . a
′
q, b
′
1b′2 . . . b

′
q),

p = p(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn), p′ = p(a′1a′2 . . . a
′
q, b
′
1b′2 . . . b

′
q),

pl = pl(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn), p′l = pl(a′1a′2 . . . a
′
q, b
′
1b′2 . . . b

′
q),

pr = pr(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn), p′r = pr(a′1a′2 . . . a
′
q, b
′
1b′2 . . . b

′
q),

r = dH(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bn), r′ = dH(a′1a′2 . . . a
′
q, b
′
1b′2 . . . b

′
q),

M = m − p, M′ = m′ − p′, Ml = m − pl , M′l = m′ − p′l , Mr = m − pr , M′r = m′ − p′r .
Următoarele afirmat,ii sunt adevărate:

1. p′ − p = 2(m′ − m) + 2(r′ − r).

2. Dacă a doua pereche de descompuneri nu este optimală, atunci Ml > M′l s, i Mr > M′r .

3. Dacă a doua pereche de descompuneri este optimală, atunci Ml = M′l s, i Mr = M′r , s, i
măsurile Ml s, i Mr sunt constante pe mult,imea descompunerilor paralele optimale.

4. Dacă m′ ≥ m s, i a doua pereche de descompuneri nu este optimală, atunci p′ > p, pl′ > pl ,
p′r > pr s, i M > M′.

5. Dacă m′ = m s, i a doua pereche de descompuneri este optimală, atunci p′ = p, pl′ = pl ,
p′r = pr s, i M′ = M .

6. Dacă m′ ≤ m s, i a doua pereche de descompuneri nu este optimală, atunci m′ − r′ < m − r .

Din afirmat,iile teoremei 3.3.1 rezultă că pe clasa tuturor descompunerilor optimale a două
stringuri date:

- măsura maximală de similaritate proprie se realizează pe descompunerea paralelă optimală
cu penalitate minimală (măsura minimă de similaritate);

- măsura minimă de similaritate proprie se realizează pe descompunerea paralelă optimală cu
penalitatea maximă (măsura maximă de similaritate).

Pentru oricare două s, iruri nevide există descompuneri paralele cu măsura maximă de simi-
laritate s, i descompuneri optimale pe care măsura de similaritate este minimă.

Prezentămmai jos un exemplu care ilustrează relat,iile privind similaritate proprie s, i penalităt,ile
impuse de afirmat,ia 4 a teoremei 3.3.1.

Exemplul 3.3.1. Fie a = AAAACCC, b = CCCBBBB două stringuri cu a s, i bfiind descompunerile
lor optimale triviale, s, i a′ = AAAACCCεεεε, b′ = εεεεCCCBBBB ca descompunerile lor
neoptimale. Atunci m′ = 3, r′ = 8, p′ = 8,m = 0, r = 7, s, i p = 0. În acest exemplu avem
−5 = m′ − r′ > m − r = −7 s, i −5 = m′ − p′ = M′ < M = m − p = 0.

Următorul exemplu arată că există unele descompuneri exotice neoptimale paralele a =

a′1a′2 · · · a
′
q s, i b = b′1b′2 · · · b

′
q, astfel încât pentru descompunerile optimale a = a1a2 · · · an s, i

b = b1b2 · · · bn avem m′ < m, p′ < p, s, i M′ > M .
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Exemplul 3.3.2. Fie ABCDEF s, i CDEFED descompunerile triviale neoptimale a stringurilor
a, b s, i ABCDEFεε, εεCDEFED descompunerile lor optimale. Atunci m′ = 1, r′ = 5, p′ = 0,
m = 4, r = 4, s, i p = 4. Obţinem că m′ − p′ = M′ > M = m − p, s, i m′ − r′ < m − r .

Exemplele de mai sus arată că Teorema 3.3.1 nu poate fi îmbunătăt,ită în cazul m′ < m.
Descompuneri cu penalitatea minimă s, i similaritatea proprie maximală sunt de interes sem-

nificativ. Mai mult, dacă rezolvăm problema de editare s, i corectare a textelor, descompunerile
optimale sunt mai favorabile. Prin urmare, descompunerile optimale sunt cele mai bune descom-
puneri paralele s, i putem rezolva probleme de aliniere a stringurilor numai pe clasa de descompuneri
optimale.

În virtutea Teoremei 3.3.1, diferite aplicat,ii ale distant,elor pemonoizi de s, iruri pot fi folosite în
rezolvarea problemelor din diferite domenii s, tiint,ifice. De exemplu, studiul măsurii de similaritate
proprie este abordat dintr-o perspectivă nouă.
Remarca 3.5.1. Algoritmii nos, tri sunt eficient,i pentru orice cvasimetrică pe Ā. Unii autori
consideră posibilitatea de a defini metrica generalizată Levenshtein cu valori distincte ρ(a, b) s, i
ρ(b, a). Este necesar ca ρ(a, b) să fie o cvasimetrică. În caz contrar, putem obt,ine confuzii după
cum se va vedea din exemplul următor.

Exemplul 3.5.4. Fie A = {a, b}, Ā = {ε, a, b}. Următorul tabel defines, te distant,a ρ pe Ā:

0 0 1 ε

1 0 0 a
0 1 0 b
ε a b y

x

În acest exemplu avem 0 = ρ(a, b) + ρ(b, ε) < ρ(a, ε) = 1 s, i:
1. pentru u = aba, v = ba obţinem ρ̄(u, v) = ρ̄(v, u) = 0,
2. pentru u = a, v = b obţinem ρ̄(u, v) = ρ̄(v, u) = 0, iar ρ(v, u) = 1.

Exemplul 3.5.5. Să examinămexemplul din [37] în contextul rezultatelor obt,inute. Avem stringurile
a = AJCJNRCKCRBP s, i b = ABCN JROCLCRPM pentru care sunt opt perechi de descom-
puneri paralele optimale. Prezentăm două din ele, cea mai scurtă s, i cea mai lungă:(

A

A

)
J

B

(
C

C

)
ε

N

(
J

J

)
N R

R O

(
C

C

)
K

L

(
C R

C R

)
B P

P M

(
A

A

)
J

B

(
C

C

)
J

ε

(
N

N

)
ε

J

(
R

R

)
ε

O

(
C

C

)
K

L

(
C R

C R

)
B

ε

(
P

P

)
ε

M
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Pentru prima pereche avem ρ∗ = 7, m = 6, p = 1, s, i M = 5. Pentru a doua pereche avem
ρ∗ = 7, m = 8, p = 5, s, i M = 3. Algoritmii nos, tri ne permit să calculăm toate descompunerile
optimale cu măsuri de similaritate distincte. Autorii din [37] preferă cea de-a doua pereche de
descompuneri pentru că are o măsură maximală de similaritate. Considerăm mai preferabilă
prima pereche, care are similaritatea proprie maximală.

De fapt, pentru orice două s, iruri nevide există descompuneri paralele cu o măsură maximă
de similaritate s, i descompuneri optimale pe care măsură de similaritate este minimă. Exemplul
următor arată că există unele descompuneri exotice paralele neoptimale a = a′1a′2 · · · a

′
q s, i b =

b′1b′2 · · · b
′
q, astfel încât pentru descompunerile optimale a = a1a2 · · · an s, i b = b1b2 · · · bn avem

m′ < m, p′ < p s, i M′ > M .

Exemplul 3.5.6. Fie a = ABCDEF s, i b = CDEFED descompunerile triviale neoptimale ale
stringurilor a, b, cu a = ABCDEFεε s, i b = εεCDEFED descompunerile lor optimale. Atunci
m′ = 1, r′ = 5, p′ = p′l = p′r = 0 s, i m = 4, r = 4, p = 4, pl = pr = 2. În acest exemplu avem M′l =
M′r = M′ = m′ − p′ = 1− 0 = 1 > 0 = 4− 4 = m − p = M , m′ − r′ = −4 < 0 = m − r , Ml = 4− 2 =
2 > 1 = M′l , Mr = 4 − 2 = 2 > 1 = M′r .

Exemplul 3.5.7. Fie a = AAAACCC s, i b = CCCBBBB descompunerile triviale optimale ale
stringurilor a, b, cu a = AAAACCCεεεε s, i b = εεεεCCCBBBB descompunerile lor neoptimale.
Atunci m′ = 3, r′ = 8, p′ = 8 s, i m = 0, r = 7, p = pl = pr = 0. În acest exemplu avem
−5 = m′ − r′ > m − r = −7 s, i −5 = m′ − p′ < m − p = 0.

Exemplele de mai sus arată că Teorema 3.3.1 nu poate fi îmbunătăt,ită în cazul m′ < m.
Proprietăt,ile examinate s, i rezultatele obt,inute în acest capitol sunt publicate în articolele [46, 47,
51, 55, 56, 57, 62, 63] s, i servesc drept bază pentru capitolul următor. Rezultatele ment,ionate pot
fi aplicate în diferite probleme legate de similaritatea între secvent,e de caractere.

Capitolul 4, Aspectele geometrice si topologice ale analizei informat, iei, este capitolul
final al tezei s, i se concentrează pe partea aplicativă a rezultatelor teoretice obt,inute în capitolul
precedent. Mai precis, în acest capitol este rezolvată problema construirii mult,imelor de medii
ponderate s, i bisectoarei perechelor de s, iruri de caractere. Acest rezultat se bazează puternic pe
proprietăt,ile descompunerilor paralele optimale. Se demonstrează că orice element al mult,imii
de medii ponderate este generat de unele descompuneri paralele optimale. Această proprietate
puternică, precum s, i reciproca ei, sunt rezumate în următoarele două teoreme.

Teorema 4.1.1. Orice descompunere paralelă fixată d - optimală a unei perechi date de stringuri
a, b ∈ L(A) generează mediile ponderate, simultan cu reprezentările lor echivalente, care formează
descompuneri paralele d - optimale cu reprezentările fixate ale stringurilor date.

Corolarul 4.1.1. Orice medie ponderată a unei perechi fixate de stringuri este generată de careva
din descompunerile sale paralele optimale.
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Ca un caz special, atunci când dG (distant,a Graev) este o metrică discretă s, i dG(a, b) este
un număr par, media ponderată egal îndepărtat de stringurile a s, i b este mediana segmentului
determinat de a s, i b. Algoritmul pentru construirea medianelor unui s, ir de perechi este prezentat
în Algoritmul 5.

Algorithm 5:Mediana DescParalOptim a x s, i y:
Date x, y ∈ L(Ā) construes, te m ∈ L(Ā), cu d∗(x,m) = d∗(m, y).
Data: x = x1x2 . . . xn, y = y1y2 . . . ym.
Result: Set M of median strings m.

1 d := d∗(x, y);
2 if d is odd then
3 return "distance d∗(x, y) is odd, set M is an empty set."
// Generate Optimal Parallel Decompositions of strings x,y

4 OPD(x, y) := BuildOPD(x,y);
5 I = {i : 1 ≤ i ≤ l∗(x′)};
6 foreach (x′, y′) ∈ OPD(x, y) do
7 I1 = {i : x′i = y′i };
8 I2 = I \ I1;
9 foreach I3 = Choose (|I | − d)/2 elements from I2 do

10 m := m1m2 . . .m|I |, where mi=

{
x′i, i ∈ I1 ∪ I3

y′i, otherwise.
11 M := M ∪ {m};
12 return M;

Capitolul continuă cu studiul problemei convexităt,ii mult,imii de medii ponderate. Teoremele
care urmează, abordează aceste întrebări utilizînd distant,ele Hamming s, i Graev.
Întrebarea 1. Este oare mult,imea MdH (a, b) dH-convexă în (L∗(A), dH) pentru orice a, b ∈ L∗(A)?
Întrebarea 2. Este oare mult,imea MdG (a, b) dG-convexă în (L∗(A), dG) pentru orice a, b ∈ L∗(A)?

Teorema 4.2.1. Mult,imea MdH (a, b) este dH-convexă în (L∗(A), dH) pentru orice a, b ∈ L∗(A).

Teorema 4.2.2. Există un alfabet finit A s, i două stringuri a, b ∈ L(A) pentru care mult,imea
MdG (a, b) nu este dG-convexă.

Următorul exemplu prezintă stringurile a, b ∈ L(A) pentru care MdG (a, b) nu este dG-convexă.

Exemplul 4.2.5. Fie A = {B,C,D, J,K, L, M, N,O, P,Q, R},
a = DJCJNRCKCRBP, b = DBCN JROCLCRPM ,

a′ = DJCN JNRCKCRBP, b′ = DBCJN JROCLCRBPM ,
c = DJCJN JNROCKCRBPM , m = QQQQQQQQ.

Considerăm stringurile amb, bma, a′ma′, b′mb′ s, i cmc. Obt,inem:
dG(amb, bma) = 14, dG(amb, a′ma′) = dG(a′ma′, bma) = 7,

dG(amb, b′mb′) = dG(b′mb′, bma) = 7, dG(a′ma′, b′mb′) = 12,
dG(a′ma′, cmc) = dG(cmc, b′mb′) = 6, dG(amb, cmc) = dG(cmc, bma) = 9.
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Deci a′ma′, b′mb′ sunt din mijlocul segmentului MdG (amb, bma), stringul cmc este din mijlocul
segmentului MdG (a

′ma′, b′mb′), iar cmc < MdG (amb, bma).

Capitolul continuă cu teorema cu privire la metodele de construct,ie a elementelor din
mult,imea bisectoarei a două stringuri, adică s, iruri care sunt egal depărtate de la a s, i b.

Teorema 4.3.1. Fie a = a1a2...an s, i b = b1b2...bn două stringuri din L∗(A). Există metode de
construct,ie a elementelor c = c1c2...cn ∈ B̄dH (a, b).

Capitolul se încheie cu studiulmetodelor de prelucrare a imaginilor folosind not,iunile de spat,ii
digitale dispersate. Unul dintre rezultatele acestui studiu stabiles, te că topologia Khalimsky este
topologia digitală minimă din clasa tuturor topologiilor simetrice de pe linia discretă Z. Spunem
că topologia T pe Z este simetrică dacă (Z, T) este un spatiu Alexandroff dispersat, mult,imea {0}
nu este deschisă în (Z, T) s, i pentru orice n ∈ Z aplicat,ia Sn : Z → Z, unde Sn(x) = 2n − x pentru
toate x ∈ Z, este un homeomorfism.

Este bine cunoscut faptul că diferite structuri topologice algebrice au fost introduse pentru
a răspunde cerint,elor teoriei informat,ionale. În procesul de studiere a obiectelor continue prin
metode computerizate, ele sunt aproximate prin obiecte finite sau prin imagini digitale [1, 9, 11,
56, 30, 38, 39, 41].

Procesarea digitală a imaginilor este un proces care, din punct de vedere topologic, poate fi
descris în felul următor:

1. Fixăm un spat,iu infinit X (o imagine continuă a originalului) s, i o proprietateP de subspat,ii
ale spat,iului X .

2. Prin careva procedură vom construi un număr n ∈ ω, o submult,ime finită H = {hi : i ∈

ω(n)} ⊂ Z de nivele s, i o familie finită {Gi : i ∈ ω(n)} de submult,imi nevide deschise a spat,iului X

cu proprietăt,ile:
- Gi ∩ Gk = ∅ pentru orice 0 ≤ i < k ≤ n;
- pentru orice i ∈ ω(n) s, i orice x ∈ Gi există o submult,ime deschisă G(x) astfel încât

x ∈ G(x) ⊂ Gi s, i G(x) este o submult,ime cu proprietatea P în X;
- mult,imea G = {Gi : i ∈ ω(n)} este densă în X .
Mult,imea G este P-nucleu s, i X \ G este P-reziduu al spat,iului X .
3. Aplicat,ia intensităt,ii IP : X → ω ⊆ H este determinată cu properietatea: IP(x) =

maximal{hi : x ∈ clXGi} pentru orice x ∈ X . Avem Gi ⊂ I−1
P
(hi) pentru orice i ∈ ω(n).

4. Pe H se determină topologia digitală pentru care aplicat,ia IP este continuă.
5. Printr-o procedură se construies, te un T0-spat,iu finit K s, i pentru orice x ∈ X se determină

o submult,ime nevidă DP(x) din K , astfel încât:
- pentru orice c ∈ K mult,imea X(c) = {x ∈ X : c ∈ DP(x)} este închisă s, i se numes, te o

P-celulă a X;
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- pentru orice c ∈ K există i ∈ ω(n) s, i o submult,ime deschisă nevidă X′(c) ⊂ Gi, astfel încât
X(c) = clX X′(c).

Rezultatele cercetărilor prezentate în acest capitol, împreună cu rezultatele discutate în capi-
tolele anterioare, acoperă pe deplin obiectivele de cercetare ment,ionate în primul capitol. Rezul-
tatele din acest capitol sunt publicate în articolele [49, 50, 60, 61] s, i pot fi aplicate în studiul unui
cerc larg de probleme teoretice s, i practice.

4. CONCLUZII GENERALE

Cercetările efectuate în cadrul tezei "Distant,e pe Monoizi Liberi s, i Aplicat,iile lor în Teoria
Informat,iei" corespund în întregime scopului s, i obiectivelor expuse în întroducerea lucrării.

Studiul rezultatelor obt,inute permite evident,ierea următoarelor rezultate generale:

1. S-a stabilit că pentru orice cvasivarietate non-Burnside V s, i orice cvasimetrică ρ pe o
mult,ime X cu punctul bază pX pe monoid liber Fa(X,V) există o cvasimetrică unică stabilă
ρ̂ cu proprietăt,ile:

(a) ρ(x, y) = ρ̂(x, y) pentru orice x, y ∈ X;

(b) Dacă d este o cvasimetrică invariantă pe Fa(X,V) s, i d(x, y) ≤ ρ(x, y) pentru orice
x, y ∈ X , atunci d(x, y) ≤ ρ̂(x, y) pentru orice x, y ∈ Fa(X,V);

(c) Dacă ρ este o metrică, atunci ρ̂ la fel este o metrică;

(d) Dacă Y ⊆ X , d = ρ|Y s, i d̂ este extinderea invariantă maximală a d pe Fa(Y,V), atunci
Fa(Y,V) ⊆ Fa(X,V) s, i d̂ = ρ̂|Fa(Y,V);

(e) Pentru orice cvasimetrică ρ pe X s, i orice puncte a, b ∈ Fa(X,V) există n ∈ N s, i
reprezentările a = a1a2...an, b = b1b2...bn, astfel încât a1, b1, a2, b2, ..., an, bn ∈ X s, i
ρ̂(a, b) =

∑
{ρ(ai, bi) : i ≤ n}. [62]

2. Metoda de extindere a cvasimetricilor pe monoizi liberi în cvasivarietatea completă non-
Burnside amonoizilor topologici permite: a construi topologii distincte admisibile a Fa(X,V)

pentru orice T0-spat,iu X , a demonstra că monoidul liber topologic Fa(X,V) există pentru
orice spat,iu X , a stabili că monoidul liber topologic F(X,V) este abstract liber, adică este
canonic izomorf cu monoidul abstract liber Fa(X,V) [54, 57, 62].

Acest fapt rezolvă problemele prezentate de A. I. Maltsev pentru algebrele topologice uni-
versale libere [33]. Rezultate similare s-au obt,inut pentru cvasivarietăt,ile monoizilor semi-
topologici [62].

3. A fost demonstrat că dacă V este o cvasivarietate completă non-Burnside de monoizi topo-
logici, atunci X este un spat,iu Alexandroff dacă s, i numai dacă F(X,V) este un spat,iu
Alexandroff, s, i X este un spat,iu digital dacă s, i numai dacă F(X,V) este un spat,iu digital [61].

Ment,ionăm că concluziile 1, 2 s, i 3 nu sunt valabile pentru cvasivarietăt,i complete Burnside.
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4. Pe baza metodelor de extindere a distant,ei, not,iunile de descompunere paralelă s, i măsura
similarităt,ii au fost introduse în spat,iul stringurilor [63]. Teorema 3.3.1 descrie relat,iile dintre
măsura similarităt,ii, penalizarea s, i optimalitatea descompunerilor paralele [56, 58, 59].

5. Diferite relat,ii interesante între distant,ele Hamming, Levenshtein s, i Graev au fost stabilite pe
L(A) [46, 47, 48, 55].

6. S-a demonstrat că în clasa tuturor descompunerilor optimale a două stringuri date, măsura
maximală a similarităt,ii proprii se realizează pe baza descompunerii paralele optimale cu
penalitatea minimală (măsura de similaritate minimală); măsura minimală de similaritate
proprie se realizează pe descompunerea optimală paralelă cu penalitatea maximală (măsura
maximală de similaritate) [51, 63].

7. Au fost propus, i algoritmi pentru construirea elementelor mult,imilor de medii ponderate
MdG (a, b) s, i bisectoare BdG (a, b) a perechei date de stringuri a s, i b [49, 64]. A fost ilustrat
modul de utilizare a descompunerilor paralele optimale pentru a genera elementelemult,imilor
MdG (a, b), BdG (a, b), s, i mult,imii punctelor de mijloc dintre a s, i b [50, 53, 64].

8. S-a demonstrat că orice medie ponderată a unei perechi de stringuri este generată de careva
dintre descompunerile lor paralele optimale [64]. S-a demonstrat, de asemenea, că mult,imea
MdG (a, b) nu este convexă [52].

9. Au fost elaboraţi algoritmi pentru prelucrarea digitală a imaginilor utilizând proprietăt,ile
topologiilor digitale dispersate s, i s-a stabilit că topologia Khalimsky este topologia digitală
minimă din clasa tuturor topologiilor simetrice de pe linia discretă Z [60, 61, 65].

Avantajele s, i valoarea elaborărilor propuse. Elaborările propuse au o valoare s, tiint,ifică
semnificativă datorită gradului lor înalt de originalitate. Rezultatele s, tiint,ifice din această teză au
o valoare teoretică s, i aplicativă în domeniul algebrei, topologiei is cel al informaticii teoretice.
De exemplu, metodele de extindere a pseudo-cvasimetricilor pot fi utilizate pentru construirea
topologiilor speciale pemonoizi liberi. Metodele de descompunere paralelă, măsura de similaritate,
eficient,a s, i penalizarea pot fi aplicate în probleme de analiză a textelor.

Recomandări. Rezultatele obt,inute pot fi utilizate în diverse domenii s, i pot avea aplicat,ii
practice în algebră s, i teoria informat,iei. Pe baza concluziilor de mai sus, se recomandă următoarele:

• există un interes special în investigarea cvasimetricilor pe spat,iul monoizilor liberi, ca ex-
tinderi de cvasimetrici cu proprietăt,i particulare pe un alfabet. De exemplu, as,a cum s-a
demonstrat, cvasimetricile sunt strict invariante pe cvasivarietăt,i rigide. Acest lucru este
obis,nuit pentru grupuri, dar este foarte rar pentru semigrupuri s, i monoizi;

• cercetarea rezultatelor poate fi continuată atât din punct de vedere algebric, cât s, i în scop
aplicativ. Cercetarea metricilor pe monoizi este de interes major;

• rezultatele obt,inute referitoare la descompuneri paralele optimale pot fi utilizate în domeniul
alinierii secvent,elor de caractere;
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• noul algoritm propus pentru construireamediilor ponderate poate fimai eficient deoarece ia în
considerare simbolul vid, s, i generează mai multe elemente ale mult,imei MdG decât algoritmii
clasici. Acest fapt, la rândul său, poate fi util în contextul comunicării informat,iilor prin canal
cu zgomot sau programelor de editare/corectare a textului, în cazul în care are loc pierderea
de informat,ie;

• algoritmii de generare a mediilor ponderate s, i bisectoarei de s, iruri de caractere pot fi aplicat,i
in domeniul algoritmilor de analiza a datelor s, i clusterizare. De exemplu, centrul geometric
al unei mult,imi de elemente poate fi calculat ca intersect,ia elementelor bisectoarelor;

• cercetările ulterioare pot fi continuate prin studiul algoritmilor s, i proprietăt,ilor descompuner-
ilor paralele optimale a trei s, i mai multor s, iruri de caractere;

• cont,inutul tezei poate servi drept platformă pentru cursurile opt,ionale universitare.
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ANNOTATION
of the thesis "Distances on Free Monoids s, i Their Applications in Theory of Information",
submitted by Budanaev Ivan for Ph.D. degree in Mathematics, specialty 111.03 - Mathematical
Logic, Algebra s, i Number Theory.

The thesis was elaborated in Moldova State University "Dimitrie Cantemir", Chişinău, 2019.
Thesis structure: the thesis is written in English s, i consists of: introduction, four chapters,

general conclusions s, i recommendations, 200 bibliography titles, 116 pages of main text. The
obtained results were published in 20 scientific papers.

Keywords: Alexandroff space, quasivariety of topological monoids, free monoids, invariant
distance, quasi-metric, Levenshtein distance, Hamming distance, Graev distance, parallel decom-
position, proper similarity, weighted mean, bisector of two strings, convexity, algorithm.

Domain of research: Distances on abstract algebraic structures.
Goals s, i objectives: The goal of the research is to study the problem of distances on free

monoids. To achieve this goal, the following objectives were defined: elaboration of an effective
method for extending the quasi-metric on free monoids; development of efficient representations of
information for data analysis; implementation of innovative algorithms for solving text sequences
problems; describe digital topologies on the discrete line.

The scientific novelty s, i originality consist in obtaining new theoretical results with ap-
plications in computer science. An effective method of distance extension on free monoids was
developed, which helped to introduce the concept of parallel representation of information. This
has allowed the development of the concepts of efficiency s, i similarity of the representation of
information sequences, as well as the construction of the sets of weighted mean s, i bisector of
strings.

The important scientific problem solved in the research is the development of methods
for constructing and studying distances on free monoids, which contribute to obtaining effective
methods of representing information, applicable to solving different distance problems.

The theoretical significance is determined by the obtaining of the new results regarding
the establishment of the conditions of existence of the extension of the distance on free monoids.
The elaborated methods have allowed to approach the problems related to information sequences
from a new point of view. New algorithms of constructing strings weighted mean s, i bisector were
proposed. It has been established that the informational segment is not convex.

The applicative value of the paper consists in the use of the obtained theoretical results in
the study of symmetric topologies on the digital line, imaging processing s, i construction of the
centroid of a set of strings.

The implementation of the scientific results. The obtained results can be used in scientific
research related to data analysis, the study of the efficiency of information representation, digital
image processing. They can also be used in development of an optional course for university
students related to the study of distances on abstract algebraic structures.
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ADNOTARE
la teza "Distanţe pe Monoizi Liberi şi Aplicaţiile lor în Teoria Informaţiei",

înaintată de către Budanaev Ivan pentru obţinerea titlului de doctor în ştiinţe matematice la spe-
cialitatea 111.03 - Logică Matematică, Algebră şi Teoria Numerelor.

Teza a fost elaborată la Universitatea de Stat "Dimitrie Cantemir", Chişinău, anul 2019.
Structura tezei: teza este scrisă în limba engleză şi conţine introducere, patru capitole,

concluzii generale şi recomandări, 200 titluri bibliografice, 116 pagini de text de bază. Rezultatele
obţinute sunt publicate în 20 lucrări ştiinţifice.

Cuvinte cheie: Spaţiul Alexandrov, cvasivarietate de monoizi topologici, monoizi liberi,
distanţă invariantă, cvasimetrică, distanţa Levenshtein, distanţa Hamming, distanţa Graev, descom-
punere paralelă, similaritate proprie, medie ponderată, bisectoare a două stringuri, convexitate,
algoritm.

Domeniul de studiu al tezei: Distanţe pe structuri algebrice abstracte.
Scopul şi obiectivele lucrării. Scopul cercetării constă în studiul problemei extinderei

distanţelor pe monoizi liberi. Pentru atingerea acestui scop au fost definite următoarele obiec-
tive: elaborarea unei metode eficiente de extindere a cvasimetricei pe monoizi liberi; dezvoltarea
reprezentărilor eficiente a informaţiei pentru analiza datelor; implementarea algoritmilor inovativi
pentru rezolvarea problemelor secvenţelor de text; descrierea topologiei digitale pe dreapta discretă.

Noutatea şi originalitatea ştiinţifică constau în obţinerea rezultatelor noi de ordin teoretic
cu aplicaţii în informatică. A fost elaborată o metodă efectivă de extindere a distanţelor pe
monoizi liberi, graţie căreia a fost introdus conceptul de descompunere paralelă a informaţiei.
Această a permis dezvoltarea conceptelor de eficienţă şi similaritate a reprezentărei secvenţelor
informaţionale, la fel şi construcţia mulţimelor de medii ponderate şi bisectoare a stringurilor.

Problema ştiinţifică importantă soluţioantă constă în elaborarea metodelor de construire
s, i studiere a distanţelor pe monoizi liberi, care contribuie la obţinerea metodelor efective de
reprezentare a informaţiei, aplicabile la soluţionarea diferitor probleme referitor la distanţe.

Semnificaţia teoretică este determinată de obţinerea rezultatelor noi ce ţin de stabilirea
condiţiilor de existenţă a extinderii distanţei pe monoizi liberi. Metodele elaborate au permis
abordarea problemelor legate de secvenţe de informaţie dintr-un nou punct de vedere. Au fost
propuşi algoritmi de construcţie a mediilor ponderate şi bisectoarei a perechilor de stringuri. S-a
stabilit că segmentul informaţional nu este convex.

Valoarea aplicativă a tezei constă in utilizarea rezultatelor teoretice obţinute la studiul
topologiilor simetrice pe dreapta digitală, procesarea imaginelor şi construcţia centrului de greutate
a mulţimei de stringuri.

Implementarea rezultatelor ştiinţifice. Rezultatele obţinute pot fi utilizate in cercetări
ştiinţifice ce ţin de analiza datelor, studierea eficienţei reprezentării a informaţiei, procesarea
digitală a imaginelor. De asemenea, ele pot servi drept suport pentru cursuri universitare opţionale.
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АННОТАЦИЯ

диссертации “Расстояния на свободных моноидах и их приложения в теории информации”,
представленной Иваном Буданаевым на соискание учёной степени доктора математических наук по
специальности 111.03 – Математическая Логика, Алгебра и Теория Чисел. Диссертация выполнена
в Государственном Университете “Димитрие Кантемир”, Кишинёв, 2019 год.

Структура работы: Диссертация написана на английском языке и содержит введение, четыре
главы, заключение с рекомендациями, 200 библиографических названия, 116 страниц оцновного
текста. Полученные результаты были опубликованы в 20 научных работах.

Ключевые слова: Пространство Александрова, свободные моноиды, инвариантное расстоя-
ние, квазиметрика, расстояния Левенштейна, Хэмминга и Граева, параллельное разложение, над-
лежащее сходство, взвешенное среднее, биссектриса двух строк, выпуклость, алгоритм.

Область исследования: Расстояния на абстрактных алгебраических структурах.
Цель исследования является изучение проблемы расстояний на свободных моноидах, для

достижение которого определены следующие задачи: разработка эффективного метода продолже-
ния квазиметрики на свободные моноиды; разработка эффективных представлений информации
для анализа данных; внедрение инновационных алгоритмов для решения задач текстовых последо-
вательностей; описание цифровых топологии на дискретной прямой.

Научная новизна и оригинальность заключаются в получении новых теоретических резуль-
татов с приложениями в информатике. Разработан эффективный метод продолжения расстояний на
свободных моноидах, который позволил ввести концепцию параллельного представления информа-
ции, эффективности и сопоставимости информационных последовательностей, а также построить
множества взвешенного среднего и биссектрисы строк.

Важной научной задачей, решаемой в исследовании, является разработкаметодов построе-
ния и исследования расстояний на свободных моноидах, которые способствуют получению эффек-
тивных методов представления информации, применимых для решения задач с расстояниями.

Теоретическая значимость определяется получением новых результатов, касающихся уста-
новления условий существования продолжения расстояний на свободных моноидах. Разработанные
методы позволили подойти к проблемам, связанным с информационными последовательностями,
с новой точки зрения. Предложены новые алгоритмы построения взвешенного среднего и биссек-
трисы строк. Установлено, что информационный сегмент не является выпуклым.

Прикладная ценность работы заключается в использовании полученных теоретических ре-
зультатов при исследовании симметричных топологий на цифровой прямой, обработке изображений
и построении центроида множества строк.

Реализация научных результатов. Полученные результаты могут быть использованы в на-
учных исследованиях, связанных с анализом данных, изучением эффективности представления
информации, цифровой обработкой изображений. Они также могут быть использованы при разра-
ботке факультативного курса для студентов университетов, связанного с изучением расстояний на
абстрактных алгебраических структурах.
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